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Περίληψη 
Στο άρθρο αυτό παρουσιάζονται ερευνητικά αποτελέσµατα που αφορούν τη χρήση ειδικού 
εργαλείου δυναµικού χειρισµού γεωµετρικών κατασκευών στο πλαίσιο του πειραµατισµού 
13χρονων µαθητών για την επίτευξη της αυξοµείωσής τους µε βάση σχέσεις αναλογίας µεταξύ 
µεταβλητών µεγεθών. Τα παιδιά εργάστηκαν χρησιµοποιώντας ειδικά σχεδιασµένα 
υπολογιστικά εργαλεία συµβολικής και γραφικής αναπαράστασης των µεταβλητών µεγεθών, 
που  παράλληλα µπορούσαν να τα χειριστούν ελέγχοντας µε δυναµικό τρόπο την αριθµητική 
µεταβολή τους. Στα ευρήµατα καταγράφεται η αξιοποίηση του δυναµικού χειρισµού ως 
πλαισίου αναγνώρισης και έκφρασης συσχετίσεων µεταξύ των µεταβλητών µεγεθών των 
γεωµετρικών κατασκευών. 
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Εισαγωγή   
 Στο επίκεντρο της παρούσας έρευνας βρίσκεται η µελέτη του δυναµικού χειρισµού 
γεωµετρικών κατασκευών όπως εµφανίζεται σε διαδικασίες αυξοµείωσής τους από 
µαθητές της Α′ γυµνασίου. Με τον όρο αυξοµείωση αναφερόµαστε στη δυνατότητα 
µεγέθυνσης-σµίκρυνσης δυναµικά µεταβαλλόµενων γεωµετρικών σχηµάτων, η 
κατασκευή των οποίων βασίζεται σε σχέσεις αναλογίας. Οι µαθητές εργάστηκαν σε 
οµάδες χρησιµοποιώντας ειδικά σχεδιασµένα υπολογιστικά εργαλεία αναπαράστασης 
και χειρισµού των µεταβλητών µεγεθών των κατασκευών (Χελωνόκοσµος, 
http://etl.ppp.uoa.gr). Τα µεταβλητά µεγέθη αναπαριστάνονταν συµβολικά -µέσω 
προγραµµατιστικής γλώσσας- και γραφικά, ενώ παράλληλα τα παιδιά µπορούσαν να 
τα χειριστούν ελέγχοντας µε δυναµικό τρόπο την αριθµητική και γραφική µεταβολή 
τους (Kynigos, 2002). Αναφορικά µε την περιγραφή της εξέλιξης της χρήσης ενός 
υπολογιστικού εργαλείου υιοθετούµε την έννοια του σχήµατος (Vergnaud, 1998), που 
µπορεί να θεωρηθεί ως ψυχολογική συνισταµένη διαδικασιών ελέγχου του εργαλείου 
και ‘ενορχηστρωµένων’ (instrumented) ενεργειών για την εκπλήρωση συγκεκριµένων 
στόχων, που κατευθύνονται διπλά -εκπορεύονται και καταλήγουν- από το παιδί προς 
το υπολογιστικό εργαλείο και αντίστροφα (Guin & Touche, 1999).   

Στην πλειονότητα των ερευνών τα προβλήµατα µεγέθυνσης-σµίκρυνσης γεωµετρικών 
σχηµάτων αποτελούν µεµονωµένα προβλήµατα που εξετάζονται αποσπασµατικά στο 
πλαίσιο µιας σειράς άλλων προβληµάτων λόγων και αναλογιών. Στην παρούσα 
έρευνα η µεγέθυνση-σµίκρυνση τίθεται στο επίκεντρο ως διαδικασία και γίνεται ο 
άξονας της µελέτης των δραστηριοτήτων που αναπτύσσουν οι µαθητές όταν 
επιχειρούν να κατασκευάσουν αυξοµειούµενες γεωµετρικές κατασκευές µε χρήση 
µεταβλητών, µεταξύ των οποίων υπάρχουν γραµµικές συναρτησιακές σχέσεις της 
µορφής Υ=mX (Karplus et al., 1983). Η δραστηριότητα που παρουσιάζουµε εδώ 
αποκαλείται εξοµάλυνση (µε την έννοια των Ainley et al., 2001) και αφορά την 



εµπλοκή των µαθητών σε διορθωτικές ενέργειες, που είχαν ως αφετηρία τη γραφική 
αναπαράσταση των γεωµετρικών κατασκευών και ανέκυψαν στο πλαίσιο της 
αναζήτησης σχέσεων αναλογίας (Psycharis & Kynigos, 2004). Η συγκεκριµένη 
δραστηριότητα χρησιµοποιείται ως εργαλείο ανάλυσης της αλληλεπίδρασης των 
παιδιών µε το υπολογιστικό περιβάλλον, αλλά και των νοηµάτων για τις έννοιες του 
λόγου και της αναλογίας που αναπτύσσονται στο πλαίσιο της συγκεκριµένης 
αλληλεπίδρασης.  

Οι πλέον συνηθισµένες στρατηγικές των µαθητών για την επίλυση των προβληµάτων 
µεγέθυνσης–σµίκρυνσης είναι οι προσθετικές, σύµφωνα µε οποίες όµοιο σχήµα προς 
ένα αρχικό προκύπτει όταν προστεθούν στα µήκη των πλευρών του κατάλληλα µήκη, 
µέχρι αυτά να εξισωθούν µε εκείνα των αντίστοιχων πλευρών του αρχικού σχήµατος 
(Tourniaire & Pulos, 1985, Hart, 1984). Από την άλλη, έχουν επισηµανθεί οι 
ποιοτικές διαφοροποιήσεις που χαρακτηρίζουν τις στρατηγικές και τις ικανότητες που 
επιδεικνύουν οι µαθητές στα συγκεκριµένα προβλήµατα όταν εργάζονται σε 
υπολογιστικά περιβάλλοντα µε διασυνδεόµενες γραφικές και συµβολικές 
αναπαραστάσεις (Noss & Hoyles, 1996). Οι Noss και Hoyles (1996) διακρίνουν ότι 
στη διασύνδεση αυτή συναντώνται δύο κρίσιµες παράµετροι που διέπουν τις 
διαδικασίες µεγέθυνσης-σµίκρυνσης: η δυνατότητα αλγεβρικής έκφρασης σχέσεων 
(µέσω προγραµµατισµού) και η ταυτόχρονη επιβεβαίωση του γεωµετρικού 
αποτελέσµατος στην οθόνη. Ο ρόλος της δυνατότητας δυναµικού χειρισµού ενός 
σχήµατος, που απουσιάζει όταν οι µαθητές χρησιµοποιούν στατικά µέσα 
αναπαράστασης, είναι εκείνος στον οποίο εστιάζεται η παρούσα έρευνα.   

Τα υπάρχοντα ερευνητικά αποτελέσµατα αναφορικά µε το δυναµικό χειρισµό 
γεωµετρικών σχηµάτων επικεντρώνονται στον έλεγχο της µορφής τους, όπως 
υλοποιείται µέσα από τη δυνατότητα συρσίµατος (dragging) των γεωµετρικών τους 
στοιχείων (π.χ. µιας κορυφής) και την ταυτόχρονη παρατήρηση των αλλαγών στο 
σχήµα ενόσω συµβαίνουν. Τα αποτελέσµατα επιβεβαιώνουν το ρόλο του δυναµικού 
χειρισµού ως κρίκου διασύνδεσης της εµπειρικής και της θεωρητικής βάσης των 
µαθηµατικών, που µπορεί έτσι να θεωρηθούν συµπληρωµατικές παρά αντιθετικές 
(Mariotti, 2000). Σε αυτό το πλαίσιο κεντρικό ρόλο κατέχει η ανάδραση του 
υπολογιστή (Hoelz, 1996), ενώ στην εξεικόνιση των γραφικών αλλαγών 
αναγνωρίζεται η δυνατότητα ανακάλυψης των λογικών περιορισµών και εµποδίων 
που διέπουν µια γεωµετρική κατασκευή (Αrzarello et al., 1998). Στην παρούσα 
έρευνα επιδιώκουµε να µελετήσουµε τον κιναισθητικό έλεγχο του σχήµατος µέσα 
από το δυναµικό χειρισµό των γεωµετρικών του στοιχείων χωρίς την απουσία της 
συµβολικής έκφρασης, η σηµασία της οποίας επισηµαίνεται ως κεφαλαιώδης στα 
θέµατα που αφορούν τη µάθηση και τη διδασκαλία των µαθηµατικών (Cobb et al., 
2000). 

Το πλαίσιο της έρευνας  
Το µεθοδολογικό πλαίσιο της έρευνας (για λεπτοµερέστερη αναφορά βλ. στο 
Ψυχάρης, 2005) οριοθετήθηκε από εθνογραφικές µεθόδους για τη φυσική 
παρατήρηση ανθρώπινων δραστηριοτήτων, που λαµβάνουν χώρα σε πραγµατικό 
χρόνο (Goetz & LeCompte, 1984). Ο σχεδιασµός της εκπαιδευτικής δραστηριότητας 
(task) στην οποία βασίστηκε η έρευνα εντάσσεται στο κατασκευαστικό ρεύµα 
(constructionism, Κafai & Resnick, 1996), το οποίο ανέδειξε την παιδαγωγική αξία 
της κατασκευής µοντέλων από τα παιδιά, που µπορεί να γίνουν αντικείµενο 
διαπραγµάτευσης και επικοινωνίας.   



Στην έρευνα, που πραγµατοποιήθηκε σε ένα γυµνάσιο, συµµετείχαν δύο τµήµατα της 
Α' γυµνασίου (Α1 και Α2) και οι δύο αντίστοιχοι καθηγητές µαθηµατικών. Oι 
µαθητές εργάζονταν ανά δύο σε συνεργαζόµενες οµάδες στο εργαστήριο 
υπολογιστών του σχολείου κατά τη διάρκεια ενός δίωρου µαθήµατος κάθε εβδοµάδα 
στο οποίο δίδασκαν οι συµµετέχοντες καθηγητές. Οι δεκατρείς οµάδες παιδιών κάθε 
τµήµατος κλήθηκαν να κατασκευάσουν µια γραµµατοσειρά µε όλα τα κεφαλαία 
γράµµατα του ελληνικού αλφαβήτου µε µεταβλητό µέγεθος, ώστε να µπορούν να 
χρησιµοποιηθούν για τη γραφή λέξεων ή φράσεων διαφορετικών µεγεθών. Γι’ αυτό 
το λόγο τα γράµµατα έπρεπε να αυξοµειώνονται µε τον ίδιο τρόπο όταν 
τοποθετούνται το ένα δίπλα στο άλλο. Έτσι, ζητήθηκε από τα παιδιά στην κατασκευή 
κάθε γράµµατος να χρησιµοποιήσουν όσο το δυνατόν λιγότερες µεταβλητές, µε 
απώτερο στόχο τη χρήση µιας µεταβλητής, µέσω της αλλαγής της οποίας να 
επιτυγχάνεται η ζητούµενη αυξοµείωση. Σύµφωνα µε τη δραστηριότητα, που 
ονοµάστηκε Κατασκευή ∆υναµικής Γραµµατοσειράς (Κ∆Γ), κάθε οµάδα ανέλαβε 
την κατασκευή δύο γραµµάτων, ενώ σε επόµενο στάδιο οι οµάδες αντάλλαξαν τα 
γράµµατά τους µε σκοπό τη δοκιµή της συµµεταβολής τους. Η δραστηριότητα Κ∆Γ 
προέβλεπε την εµπλοκή των παιδιών στο εννοιολογικό πεδίο λόγου και αναλογίας 
χωρίς άµεση αναφορά σε αυτό, αλλά αποδίδοντας έµφαση στην διαπλοκή στόχου και 
χρήσης (Ainley & Pratt, 2002) των γεωµετρικών σχηµάτων, οι κατασκευαστικές 
απαιτήσεις των οποίων βρίσκονταν σε άµεση συνάφεια µε τις λειτουργικότητες των 
υπολογιστικών εργαλείων. 

Κύριο χαρακτηριστικό του 
απασχολούµενου υπολογιστικού 
περιβάλλοντος (Kynigos, 2002) είναι η 
δυνατότητα πολλαπλής -αριθµητικής και 
γραφικής- αναπαράστασης των 
µεταβαλλόµενων µεγεθών και ο δυναµικός 
χειρισµός των αριθµητικών τιµών τους µε 
τη χρήση ενός ειδικού εργαλείου 
δυναµικού χειρισµού -που εµφανίζεται µε 
τη µορφή µιας λωρίδας κύλισης- για κάθε 
µεταβλητή. Το σύρσιµο µε το ποντίκι κάθε 
λωρίδας κύλισης -που αποκαλείται 
µεταβολέας- οδηγεί στην αλλαγή των 
αριθµητικών τιµών κάθε µεταβλητής. 
Ταυτόχρονα το αποτέλεσµα των 

αριθµητικών αλλαγών εµφανίζεται στη γραφική αναπαράσταση του σχήµατος µέσα 
από τη δυναµική αύξηση-ελάττωση του αντίστοιχου µεγέθους. Στην οθόνη µαζί µε τη 
γραφική αναπαράσταση και το µεταβολέα εµφανίζεται και ένα πεδίο συµβολικής 
έκφρασης όπου κάθε κατασκευή περιγράφεται µέσα από µια διαδικασία (ή κώδικα) 
κατασκευής µε τη γλώσσα Logo. Στο σχήµα 1 η µεταβλητή χ αντιστοιχεί στο 
κατακόρυφο µήκος του γάµµα και η ψ στο οριζόντιο. Η κατασκευή ενός 
αυξοµειούµενου σχήµατος µε µία µεταβλητή επιτυγχάνεται µε τη συσχέτιση δύο 
µεταβλητών και τη συναρτησιακή έκφραση της µιας σε σχέση µε την άλλη. Για 
παράδειγµα, στην  περίπτωση του γάµµα η µεταβλητή ψ θα µπορούσε να 
αντικατασταθεί από τη σχέση χ/3. Πρέπει επίσης να σηµειωθεί ότι µε τη χρήση 
προσθετικών σχέσεων το σχήµα εµφανίζεται να χαλάει κατά την αυξοµείωσή του. 

Οι µαθητές του συγκεκριµένου σχολείου ήταν εξοικειωµένοι µε τη χρήση της Logo 
από προηγούµενα έτη όπως και µε τη χρήση µεταβλητών. Στην έναρξη της 

Σχήµα 1: Το γάµµα µε δύο µεταβλητές. 



δραστηριότητας έγινε η εισαγωγή τους στη χρήση του µεταβολέα µέσα από απλά 
παραδείγµατα µεταβλητών κατασκευών όπως τετραγώνου, ορθογωνίου και κύκλου. 
Η εφαρµογή της δραστηριότητας πραγµατοποιήθηκε για δύο ώρες την εβδοµάδα σε 
κάθε τµήµα και απλώθηκε χρονικά σε διάστηµα τριών µηνών. Ο ερευνητής είχε το 
ρόλο του συµµετοχικού παρατηρητή. Σε κάθε τµήµα επιλέχτηκε µία οµάδα δύο 
µαθητών (οµάδα εστίασης) των οποίων τα λεγόµενα και οι ενέργειες καταγράφηκαν 
λεπτοµερώς µε µία κάµερα, ενώ µε µια δεύτερη κάµερα καταγράφηκαν επεισόδια από 
το σύνολο των οµάδων της τάξης αλλά και τις παρεµβάσεις του διδάσκοντα. Όλα τα 
δεδοµένα αποµαγνητοφωνήθηκαν για την ανάλυση.  

Η µέθοδος ανάλυσης    
Στην ανάλυση λήφθηκε υπόψη η συσχέτιση των συνθηκών (γιατί) και των 
αλληλεπιδράσεων (πώς) (Strauss & Corbin, 1998) που συνόδευσαν το χάλασµα του 
σχήµατος και τις µετέπειτα διορθωτικές ενέργειες των παιδιών. Ο ερευνητής 
‘διάβασε’ κάθε µετακίνηση του µεταβολέα ως ένα συµβάν που ήταν αναπόσπαστα 
συνδεδεµένο µε το πριν (αιτία) και το µετά (αποτέλεσµα). Μονάδα ανάλυσης ήταν το 
επεισόδιο, που ορίστηκε ως ένα απόσπασµα δράσεων και αλληλεπιδράσεων που 
εκτυλίσσεται σε συνεχή χρόνο γύρω από ένα συγκεκριµένο θέµα. Η εξαγωγή των 
επεισοδίων βασίστηκε σε τρία κριτήρια:   
• Το “αρχικό κριτήριο” ή “κίνητρο” της διόρθωσης, που αφορούσε τις συνθήκες 

του χαλάσµατος.  
• Το “σηµείο εστίασης” των παιδιών µέσω των λεγοµένων και των ενεργειών τους, 

που δεν ταυτιζόταν πάντα µε την πραγµατική αιτία του χαλάσµατος του 
σχήµατος. Το στοιχείο αυτό συσχετίζει τις ενέργειες των παιδιών µε βάση το 
ατοµικό κίνητρο της εµπλοκής στη διορθωτική διαδικασία.  

• Τη “νοηµατική αλυσίδα” του πλέγµατος ‘λόγος και αναλογία’ που συνοδεύει τις 
διορθωτικές ενέργειες των παιδιών και έπεται της µετακίνησης του µεταβολέα ή 
αναδύεται κατά τη διάρκειά της. Ο όρος χρησιµοποιείται για να υπογραµµιστεί 
τόσο η στενή διασύνδεση µεταξύ νοηµάτων και διορθωτικών ενεργειών, όσο και 
η συνοχή που έχουν τα αναδυόµενα νοήµατα ως µέρη µιας ακολουθίας ενεργειών 
όπου το επόµενο εξαρτάται από το προηγούµενο.  

Τα παραπάνω κριτήρια οριοθέτησαν το πλαίσιο µελέτης της εµφάνισης και της 
εξέλιξης των διορθωτικών ενεργειών των µαθητών και επέτρεψαν την εξαγωγή  
επεισοδίων διαφορετικής έκτασης που ‘φώτιζαν’ τις πτυχές της κατασκευαστικής 
διαδικασίας τόσο σε επίπεδο νοηµάτων και όσο και σε επίπεδο χρήσης εργαλείων. 

Αποτελέσµατα 
Χρησιµοποιούµε τον όρο εξοµάλυνση για την περιγραφή της δραστηριότητας 
σύµφωνα µε την οποία, τα παιδιά, µη αποδεχόµενα τις µορφές του υπό κατασκευή 
γράµµατος, προσπαθούσαν να το τροποποιήσουν µε βάση µια αποδεκτή από τα ίδια 
φόρµα. Στις περισσότερες περιπτώσεις τα παιδιά ξεκίνησαν µε την κατασκευή ενός 
σταθερού σχήµατος, που ο ερευνητής ονόµασε πρότυπο, το οποίο επιχείρησαν να 
αυξοµειώσουν στη συνέχεια µε τη χρήση µεταβλητών. Η χρήση περισσότερων από 
µία µεταβλητών σε µια κατασκευή χαρακτηρίστηκε από τον πειραµατισµό των 
παιδιών µε το µεταβαλλόµενο σχήµα, ενώ η χρήση µιας µεταβλητής αποτέλεσε την 
ένδειξη της µετάβασης στο αυξοµειούµενο σχήµα.  

Εξοµάλυνση και αναγνωριστική µετακίνηση 
Οι αναγνωριστικές µετακινήσεις αφορούσαν ως επί το πλείστον περιπτώσεις αρχικής 
χρήσης του µεταβολέα που συνδυάστηκαν µε την αναγνώριση του τρόπου 



λειτουργίας του. Στο απόσπασµα που ακολουθεί οι µαθητές (Οµάδα εστίασης-Α1) 
έχουν κατασκευάσει άλφα µε χρήση τριών µεταβλητών για τα µήκη του σχήµατος.   

Στη διαδικασία που φαίνεται στο σχήµα, ο πρώτος µεταβολέας αντιστοιχεί στη 
µεταβλητή χ, ο δεύτερος στην ψ και ο 
τρίτος στην υ. Στην οθόνη έχει 
κατασκευαστεί το πρότυπο του άλφα και οι 
τρεις µεταβολείς βρίσκονται στις σχετικές 
τιµές: χ=75, ψ=30, υ=37. Ο Μ1 κινεί για 
πρώτη φορά το µεταβολέα χ και το σχήµα 
χαλάει.  
417. Ε: Τώρα εδώ, όπως κινείς τον πρώτο 
µεταβολέα, τι συµβαίνει; 

418. Μ1: Μεγαλώνει η πλευρά ... [∆είχνοντας 
τα πλάγια τµήµατα του άλφα] Αυτό εδώ. 

419. Μ2: [Στον Μ1] Πήγαινέ το στο 150 [Βάζει 
το µεταβολέα χ στο 150]. 

420. Μ1: [Το σχήµα χαλάει] Αλλά πρέπει να 
µεγαλώσω και αυτά εδώ πέρα [ενν. τα ψ,  υ]. 

Με το χάλασµα του σχήµατος ανακύπτει η ανάγκη µετακίνησης και όλων των 
υπολοίπων µεταβλητών µεγεθών (γραµµή 420). Στις επακόλουθες διορθωτικές 
ενέργειες των παιδιών δόθηκε προτεραιότητα στη σχεδίαση µιας αποδεκτής φόρµας 
του νέου µεγαλύτερου µεγέθους γράµµατος, που εκπορεύτηκε από την ανάγκη να 
κλείσει το σχήµα. Η αλλαγή στις τιµές των υπολοίπων µεταβλητών δεν έγινε µε βάση 
κάποια σχέση αναλογίας και έτσι δεν προέκυψε σχήµα όµοιο µε το αρχικό. Εδώ, 
καταγράφουµε τη βαθµιαία εστίαση των µαθητών στην ύπαρξη αλληλεξάρτησης των 
εµπλεκόµενων µεγεθών και όχι στο είδος της.  

Εξοµάλυνση και µετακίνηση συσχέτισης  
Οι µετακινήσεις συσχέτισης αναδύθηκαν κατά τη µετάβαση από την κατασκευή του 
προτύπου στις δυναµικά µεταβαλλόµενες κατασκευές. Ο πειραµατισµός των παιδιών 
χαρακτηρίστηκε από τις προσπάθειές τους να διακρίνουν σχέσεις που διέπουν την 
αλληλεξάρτηση των εµπλεκόµενων µεγεθών αποτρέποντας, παράλληλα, το χάλασµα  

του σχήµατος. Σε µια κατασκευή του ρο 
(Οµάδα 9–Α2) οι µετακινήσεις συσχέτισης 
των µεταβολέων νοηµατοδοτήθηκαν µέσα 
από τη διατήρηση των λόγων των 
εµπλεκόµενων µεταβλητών µεγεθών του 
σχήµατος. Τα παιδιά έχουν κατασκευάσει το 
πρότυπο του γράµµατος µε τη διαδικασία 
που φαίνεται στο διπλανό σχήµα για τις τιµές 
χ=400 και ψ=2. Με τη µετακίνηση των 
µεταβολέων σχηµατίζονται διαφορετικά 
µοντέλα του γράµµατος στα οποία δεν είναι 
πάντα εµφανές οπτικά αν το ηµικύκλιο 
πέφτει ακριβώς στο µέσο του κατακόρυφου 
τµήµατος, ιδιότητα που τα παιδιά θεωρούν 
ότι ικανοποιείται στο πρότυπο. Η 

επισήµανση του ερευνητή για το αν η ‘τοµή στο µέσο’ διατηρείται και σε 

Σχήµα 2: Το χάλασµα του άλφα µε τη 
µετακίνηση του µεταβολέα χ.   

 

Σχήµα 3: Το ρο µε δύο µεταβλητές.   



διαφορετικού µεγέθους µοντέλα του γράµµατος πυροδοτεί διαδικασίες εξοµάλυνσης 
του σχήµατος από τα παιδιά µε σκοπό την κατασκευή κι άλλων µοντέλων µε την ίδια 
ιδιότητα.   
14: Μ1: Και όταν είναι στο 200 σηµαίνει ότι είναι στη µέση. 

15: Ε: Είναι στη µέση; Πού το ξέρεις; 

16: Μ1: Επειδή είναι το µισό του 400. 

17: Ε: Και το ηµικύκλιο πώς ξέρεις ότι πέφτει στη µέση;  

18: Μ1: Θα το βάλουµε στη µέση. Από 0 µέχρι 2 αρχίζει. Άρα θα το βάλουµε ακριβώς στο 1 
[ενν. το µεταβολέα ψ]. 

Ο Μ1 εκφράζει τη διατήρηση της ιδιότητας ‘τοµή στο µέσο’ µέσα από τη µετακίνηση 
των µεταβολέων στα µισά των αρχικών τιµών, που αντιστοιχουν στα µέσα των 
λωρίδων κύλισης και των δύο µεταβολέων (Σχήµα 3). Η συσχέτιση των µεταβλητών 
είναι κλιµακωτή και ο λόγος οµοιότητας του αρχικού και του νέου µοντέλου του ρο 
είναι το ½. Η διασύνδεση της γεωµετρικής ιδιότητας µε τις  αριθµητικές αλλαγές από 
τον Μ1 φαίνεται στη χρήση της λέξης ‘µέση’: ο ερευνητής τη χρησιµοποιεί 
αναφερόµενος στο σχήµα (γραµµή 17) και ο Μ1 στην κατακόρυφη τοποθέτηση των 
µεταβολέων στο µέσο των αντίστοιχων λωρίδων κύλισης (γραµµή 18). Με αυτό τον 
τρόπο οι λειτουργικότητες του µεταβολέα εµφανίζονται ως µέσο µετασχηµατισµού 
για την περιγραφή συγκεκριµένων ιδιοτήτων του γεωµετρικού σχήµατος.  

Εξοµάλυνση και µετακίνηση ελέγχου  
Οι µετακινήσεις ελέγχου αναδύθηκαν στο πλαίσιο της εξοικείωσης των παιδιών µε τη 
χρήση των υπολογιστικών εργαλείων και χαρακτηρίστηκαν από ποιοτικές 
διαφοροποιήσεις στην πρόσληψη των γεωµετρικών και αλγεβρικών χαρακτηριστικών 
των ζητούµενων γεωµετρικών κατασκευών. Στις µετακινήσεις της κατηγορίας αυτής 
οι διορθωτικές ενέργειες των παιδιών εµπλουτίστηκαν από στοιχεία ελέγχου 
συγκεκριµένων στόχων ή υποθέσεων.  

Ένα στοιχείο που χαρακτήρισε την 
εξέλιξη της συγκεκριµένης 
κατηγορίας µετακινήσεων ήταν η 
διαρκής αλληλοδιαπλοκή 
συνθετότερων πεδίων ελέγχου που 
βασίστηκαν σε ενδείξεις και 
συµπεράσµατα προηγούµενων 
µετακινήσεων. Σε µια κατασκευή του 
νι (Οµάδα εστίασης-Α2) τα παιδιά 
έχουν θεωρήσει ότι το πλάγιο µήκος 
είναι µιάµιση φορά το κατακόρυφο, 
βασισµένα σε µεµονωµένες 
συγκρίσεις ζευγών που προηγήθηκαν 
µε τη χρήση δύο µεταβλητών για τα 
µήκη της κατασκευής. Στο 
απόσπασµα που ακολουθεί τα παιδιά 

δοκιµάζουν τη χρήση µοναδικής µεταβλητής χρησιµοποιώντας την 
πολλαπλασιαστική σχέση 1,5⋅ρ για την έκφραση του πλάγιου µήκους του γράµµατος. 
Η µετακίνηση του µεταβολέα οδηγεί στη διαπίστωση ότι το πλάγιο µήκος δεν 
εφαρµόζει ακριβώς στην οριζόντια γραµµή που είχαν σχεδιάσει τα παιδιά στη βάση 
του γράµµατος.   

 
 

Σχήµα 4: To νι µε µία µεταβλητή.  



98. Μ1: Το ίδιο πράγµα είναι  και ακόµα χειρότερα. [ενν. το χάλασµα]. 

99. Ε: Μήπως λοιπόν αυτό δεν είναι µιάµιση φορά; 

100. Μ1: Είναι ένα και 45.  

Στο παραπάνω απόσπασµα σηµειώνουµε ότι η πρόβλεψη του Μ1 για την τιµή που 
αντιστοιχεί στο πλάγιο τµήµα προηγείται της δοκιµής της αντίστοιχης σχέσης.  
Τέτοιες προσπάθειες πρόβλεψης αφενός αναδεικνύουν την εµπειρία της 
προηγηθείσας µετακίνησης των µεταβολέων όσο και την ανάγκη ελέγχου της 
µεταβολής για τη διόρθωση των γραφικών δυσχερειών. Με τη δυνατότητα χρήσης 
µιας σχέσης δηµιουργήθηκε το έδαφος για την περαιτέρω επέκταση των διορθωτικών 
ενεργειών στην προσέγγιση του κατάλληλου πολλαπλασιαστικού παράγοντα για τον 
οποίο θα µπορούσε να αποφευχθεί το χάλασµα του σχήµατος. Εδώ, η διαδικασία 
πειραµατισµού εκτυλίσσεται αναδεικνύοντας τη δυναµική φύση της δηµιουργίας 
πεδίων πειραµατισµού για µετέπειτα ακριβέστερες συσχετίσεις. 

Εξοµάλυνση και µετακίνηση προσέγγισης  
Oι µετακινήσεις προσέγγισης σχετίστηκαν µε την ακρίβεια στην έκφραση και τον 
υπολογισµό µέτρων µεγεθών και διέτρεξαν το σύνολο της εργασίας των παιδιών  
εµφανιζόµενες σε διαφορετικά στάδια της κατασκευαστικής διαδικασίας. Οι 
συγκεκριµένες µετακινήσεις ανέκυπταν πάντοτε αλληλένδετες µε ένα προηγούµενο 
σχήµα µετακίνησης και χαρακτηρίζονταν από την περισσότερο εξειδικευµένη χρήση 
του µεταβολέα και των προσφερόµενων λειτουργικοτήτων του (αλλαγή ορίων 
µεταβολής, χρήση δεκαδικών κ.λπ.).  

Στη διαδικασία κατασκευής του βήτα 
(Σχήµα 4) η µεταβλητή ψ αντιστοιχεί 
στο ύψος του γράµµατος και η 
µεταβλητή χ στο βήµα του ηµικυκλίου. 
Το συγκεκριµένο γράµµα δόθηκε κατά 
τη διαδικασία ανταλλαγής στην οµάδα 
εστίασης του τµήµατος Α2 από µια 
οµάδα που το κατασκεύασε αρχικά για 
τιµές προτύπου χ=1 και ψ=100. Στο 
επεισόδιο που ακολουθεί ο Μ2 κινεί το 
µεταβολέα χ µε όρια τιµών 0 έως 2 και 
βήµα 1. Ο µεταβολέας αρχικά 
βρισκόταν στην τιµή 1. Με τη 
µετακίνηση στο 0 τα ηµικύκλια 
εξαφανίζονται και µε µετακίνηση στο 
2 το σχήµα χαλάει (τα ηµικύκλια 
βγαίνουν εκτός του κατακόρυφου 

µήκους ενώ µέρος του σχήµατος εµφανίζεται εκτός οθόνης, βλ. σχήµα 4) και τα 
παιδιά διορθώνουν τα όρια τιµών της µεταβλητής χ µεταξύ 0 και 1. Η νέα µετακίνηση 
του µεταβολέα στις δύο συγκεκριµένες τιµές οδηγεί στην εξαφάνιση του σχήµατος 
και στην κατασκευή του προτύπου. Έτσι δηµιουργείται το πλαίσιο ελέγχου της 
αλλαγής της ‘απότοµης’ µεταβολής του ηµικυκλίου µε την εισαγωγή δεκαδικού 
αριθµού για το βήµα της µεταβολής.   

304. Μ2: Κύριε δεν παίρνει δεκαδικούς; 

305. Ε: Για δοκιµάστε.  

306. Μ1: [Στον Μ2] Πιο µικρό απ’ το 1 [ενν. βήµα µεταβολής  στο µεταβολέα χ].  

 

 
Σχήµα 4: To χάλασµα του βήτα για χ=2. 



307. Μ2: Να βάλω µηδέν κόµµα 2. Με τελεία γίνεται; 

308. Ε: Ναι.  

Η χρήση δεκαδικών ανακύπτει µέσα από την ανάγκη κατασκευής µικρότερου 
ηµικυκλίου σε συνδυασµό µε την εστίαση στα αριθµητικά χαρακτηριστικά του 
µεταβολέα. Στην εξέλιξη της προσεγγιστικής διαδικασίας συµπεριλήφθηκαν και 
περαιτέρω αλλαγές στο βήµα µεταβολής µε χρήση δύο δεκαδικών ψηφίων, που 
κατέληξαν στην τιµή 0,01. Στο επεισόδιο αυτό η µετακίνηση προσέγγισης ανέκυψε 
ως εξέλιξη της αναγνωριστικής µετακίνησης του µεταβολέα που καθοδηγήθηκε από 
την ανάγκη καθορισµού των ορίων και του βήµατος της µεταβολής των ηµικυκλίων.   

Εξοµάλυνση και µετακίνηση επικύρωσης  
Οι µετακινήσεις επικύρωσης αναδύθηκαν ως περισσότερο εξελιγµένες µορφές των 
µετακινήσεων ελέγχου και, συνήθως, εµφανίστηκαν αλληλοδιαπλεκόµενες µε 
προηγούµενες κατηγορίες µετακινήσεων. Η ανάπτυξη εικασιών και υποθέσεων προς 
επικύρωση εµφανίστηκαν στο πλαίσιο της εξοικείωσης των παιδιών µε τον έλεγχο 
των κατασκευαστικών χαρακτηριστικών των γραµµάτων αλλά και των 
προϋποθέσεων επίτευξης της αυξοµείωσής τους. Η συναρτησιακή έκφραση της 
σχέσης µιας µεταβλητής µε βάση µια άλλη µεταβλητή στάθηκε η δυσκολότερη 
µορφή συσχέτισης ιδιαίτερα σε περιπτώσεις που τα εµπλεκόµενα αριθµητικά µεγέθη 
δεν έδιναν ακέραια πηλίκα. Σε αρκετές περιπτώσεις η διαδικασία αυτή 
διευκολύνθηκε από προηγηθείσες συσχετίσεις µεγεθών µε ακέραια πηλίκα. Σε µια 
κατασκευή του βήτα η οµάδα του προηγούµενου επεισοδίου πέτυχε την αυξοµείωσή 
της µέσα από την επέκταση των διαδικασιών διαµέρισης µε ακέραια πηλίκα, που είχε 
ήδη ακολουθήσει µε επιτυχία σε προηγούµενη κατασκευή του ξι (τρεις παράλληλες 
οριζόντιες γραµµές, η µεσαία εκ των οποίων ήταν µικρότερη από τις άλλες δύο που 
ήταν ίσες και συµβολίστηκαν µε χ). Στην κατασκευή αυτή το µεσαίο µήκος είχε 
συµβολιστεί µε χ/2, σχέση που προέκυψε από τη διαίρεση των σταθερών τιµών 100 
και 50, που είχαν τα δύο µεγέθη στο αντίστοιχο πρότυπο του ξι. Οι τιµές του 
προτύπου του βήτα που κατασκεύασαν τα παιδιά µετά την ενσωµάτωση δεκαδικών 
στις τιµές της µεταβλητής ψ ήταν χ=0, 44 και ψ=100. Στην αυξοµειούµενη 
κατασκευή η µεταβλητή χ αντικαταστάθηκε από τη σχέση ψ/227,3 αφού 
στρογγυλοποιήθηκε το αποτέλεσµα της διαίρεση 100:0,44 = 227,272727272 …   

Ο Μ1 µετακινεί το µοναδικό µεταβολέα χ και το γράµµα αυξοµειώνεται.  

221. Μ1: [Στον Ε.] Είδατε;  

222. Ε: Α πολύ ωραία. Ναι, αλλά πώς βρήκατε το νούµερο στο διαιρέτη;  

223. Μ2: ∆ιαιρέσαµε το 100 µε το 0,44 και βγαίνει 227,3.  

Ο Μ1 µετακινεί το µοναδικό µεταβολέα ως ένδειξη επιβεβαίωσης της επέκτασης της 
κατασκευαστικής στρατηγικής διαµέρισης και σε περιπτώσεις µη ακέραιων 
αριθµητικών συσχετίσεων. Με αυτή την έννοια το συγκεκριµένο επεισόδιο είναι 
ενδεικτικό της διαφοροποίησης του τρόπου χρήσης του µεταβολέα ως συνδέσµου 
υποστήριξης στρατηγικών καθοδηγούµενων από ιδιότητες και σχέσεις και όχι από 
διαισθητικές οπτικές ή συγκεκριµένου τύπου αριθµητικές τιµές. 

Συζήτηση  
Στην ανάλυση που προηγήθηκε η µελέτη των διορθωτικών ενεργειών των παιδιών 
αντιµετωπίστηκε ως ένα πεδίο απεικόνισης των τροποποιήσεων και του χειρισµού 
των υπό διαµόρφωση σχέσεων αναλογίας που πραγµατοποιούνταν συµβολικά, µέσω 
των αλλαγών στον κώδικα της κατασκευής, αλλά και γραφικά, µέσω της αξιολόγησης 



του εκάστοτε αναπαριστώµενου και δυναµικά χειριζόµενου γεωµετρικού 
αποτελέσµατος. Οι γραφικές δυσχέρειες, ως ένδειξη της µη επιτυχούς 
κατασκευαστικής προσπάθειας, πυροδότησαν µε ποικίλους τρόπους το ενδιαφέρον 
των µαθητών και την ανάπτυξη ερµηνειών σχετικά µε την εξήγηση του χαλάσµατος 
του σχήµατος, την κατάστρωση διορθωτικών στόχων και την ανάπτυξη αντίστοιχων 
στρατηγικών. Σε όλα τα ενδεικτικά παραδείγµατα που προηγήθηκαν το αρχικό 
κίνητρο των µετακινήσεων διασυνδέθηκε µε το χάλασµα του σχήµατος. Στην εξέλιξη 
των διορθωτικών ενεργειών εξοµάλυνσης το σηµείο εστίασης των µαθητών, ενώ 
εκπορεύτηκε από το γραφικό αποτέλεσµα, διευρύνθηκε ώστε να περιλάβει και 
συµβολικές πτυχές της αναγνώρισης και της έκφρασης των απαραίτητων 
συσχετίσεων για την αυξοµείωση κάθε γράµµατος, ενώ η κατασκευαστική διαδικασία 
εµφανίστηκε αλληλένδετη µε την ανάπτυξη νοηµάτων για τις έννοιες λόγου και 
αναλογίας. Σε αυτό το πλαίσιο η συνολική θεώρηση των µετακινήσεων δίνει µια 
εικόνα ανέλιξης από το απλούστερο στο συνθετότερο, στην οποία ο ρόλος του 
εργαλείου δυναµικού χειρισµού αναδεικνύεται κρίσιµος στην εξέλιξη των 
κατασκευαστικών πρακτικών των µαθητών από οπτικές προς µαθηµατικοποιηµένες 
εκδοχές. Στην αναγνωριστική µετακίνηση τα διορθωτικά κριτήρια βασίστηκαν στην 
οπτική αναγνώριση της αλληλεξάρτησης των µεγεθών της κατασκευής χωρίς τη 
διάκριση σχέσεων αναλογίας. Στη µετακίνηση συσχέτισης τα παιδιά έδειξαν να 
αποκτούν έλεγχο της διορθωτικής διαδικασίας µε βάση συγκεκριµένα κριτήρια 
(διπλασιασµός και υποδιπλασιασµός των µηκών) που απηχούσαν στην προσπάθεια 
εξεύρεσης της σχέσης των µηκών για τα οποία κατασκευάζονται όµοια µοντέλα του 
ίδιου σχήµατος. Στη µετακίνηση ελέγχου η εξοµάλυνση εµπλουτίστηκε από στοιχεία 
συνδυαστικής επεξεργασίας των αλγεβρικών και των γεωµετρικών χαρακτηριστικών 
της κατασκευής µέσα από τον έλεγχο συγκεκριµένων υποθέσεων που βασίστηκαν σε 
ενδείξεις και συµπεράσµατα προηγούµενων µετακινήσεων. Η πολλαπλασιαστική 
έκφραση της σχέσης κατακόρυφου πλάγιου µήκους του νι, παρότι βασίστηκε σε 
συµπεράσµατα µεµονωµένων δοκιµών, αποτέλεσε τη βάση για την εξέλιξη της 
διορθωτικής διαδικασίας µε βάση την επιλογή κατάλληλου αριθµητικού συντελεστή. 
Η αναγνωριστική µετακίνηση των µεταβολέων στο βήτα, διαµεσολαβούµενη από τη 
σταδιακή διαχείριση των αριθµητικών χαρακτηριστικών του µεταβολέα (τιµών και 
βήµατος), εξελίχθηκε σε προσεγγιστική διαδικασία ελέγχου της µεταβολής των 
ηµικυκλικών µερών του σχήµατος. Στη συνέχεια της κατασκευής του ίδιου 
γράµµατος η εστίαση των παιδιών επικεντρώθηκε στη συγκρότηση σχέσεων µε βάση 
την επέκταση της στρατηγικής διαµέρισης και µε αυτή την έννοια η µετακίνηση 
επικύρωσε τη γενίκευση της εφαρµογής της και στην περίπτωση µη ακέραιων 
πηλίκων. Αν εκλάβουµε ως απλούστερο σχήµα χρήσης του µεταβολέα τη µετακίνηση 
αναγνώρισης µπορούµε περιγραµµατικά να διακρίνουµε στα συγκεκριµένα σχήµατα 
την εξέλιξη της µετακίνησης των παιδιών από τη συσχέτιση, στην έκφραση και τον 
έλεγχο σχέσεων, στην ακριβέστερη προσέγγιση της µεταβολής µεγεθών και στην 
επικύρωση αναδυόµενων συσχετίσεων και στρατηγικών ως ενδείξεις περισσότερο 
εστιασµένων χρήσεων που διασυνδέθηκαν µε τα µαθηµατικά χαρακτηριστικά των 
κατασκευών όπως έγιναν αντιληπτά από τα παιδιά και εκφράστηκαν µέσα από το 
δυναµικό χειρισµό των γεωµετρικών σχηµάτων.  

Σηµειώσεις 
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(α) Ιδρυµα Κρατικών Υποτροφιών (ΙΚΥ): Υποτροφία στη ∆ιδακτική Μαθηµατικών, 
Πρόγραµµα Υποτροφιών Εσωτερικού. (β) Γενική Γραµµατεία Έρευνας και Τεχνολογίας 
(ΓΓΕΤ): Πρόγραµµα Υποτροφιών Προσανατολισµένης Έρευνας (ΥΠΕΡ) «H ∆ηµιουργία και 



τα Χαρακτηριστικά Μαθησιακών Περιβαλλόντων στα Μαθηµατικά µε τη χρήση ∆ικτυακού 
και ∆ιερευνητικού Λογισµικού». Κωδικός έρευνας: 97ΥΠ-48, 1999-2002.  
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