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Περίληψη  
Στην εργασία αυτή παρουσιάζονται επιλεγµένα ευρήµατα διετούς έρευνας που αφορά σε 
διαδικασίες µαθηµατικοποίησης όταν οι µαθητές επιχειρούν να αξιοποιήσουν εργαλεία 
µέτρησης πειραµατιζόµενοι µε υπολογιστικές προσοµοιώσεις τους. Ο συνδυασµός φυσικών και 
υπολογιστικών εργαλείων δηµιουργεί πλήθος από αναπαραστασιακά πλαίσια και εµείς 
µελετούµε τους τρόπους  µε τους οποίους οι µαθητές δοµούν, µε µαθηµατικό τρόπο, τα πλαίσια 
αυτά. Επιπλέον µελετούµε τους τρόπους µε τους οποίους συσχετίζουν-συντονίζουν δύο 
δοµηµένα πλαίσια µέσα από δράσεις τόσο οριζόντιας όσο και κατακόρυφης 
µαθηµατικοποίησης.  
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Εισαγωγή  
Η µαθηµατική κατανόηση θα µπορούσε να θεωρηθεί ως µία διαδικασία κατασκευής η 
οποία δεν είναι ανεξάρτητη από τα εργαλεία τα οποία διαθέτει ο µαθητής. 
(Schliemann 2002). Τα µέσα τα οποία έχει στην διάθεση του ο µαθητής σε µία τυπική 
αίθουσα διδασκαλίας, δηλαδή ο πίνακας, το µολύβι, το τετράδιο, τα γεωµετρικά 
όργανα καθορίζουν το αναπαραστασιακό πλαίσιο µέσα στο οποίο καλείται να 
δηµιουργήσει µαθηµατικά νοήµατα. Η εισαγωγή νέων αναπαραστασιακών 
εργαλείων, φυσικών ή υπολογιστικών, στην µαθησιακή διαδικασία παρέχει την 
δυνατότητα εµπλουτισµού του πλαισίου αυτού σε δύο επίπεδα. Καταρχήν οι 
αναπαραστάσεις γίνονται δυναµικές µε αποτέλεσµα ο µαθητής να χειρίζεται και να 
µελετά φαινόµενα και όχι στατικές εικόνες. Από την άλλη παρέχεται η δυνατότητα 
σύνδεσης των αναπαραστάσεων άρα και των µαθηµατικών πλαισίων τα οποία 
σχετίζονται µε αυτές. Η εισαγωγή όµως νέων εργαλείων στην µαθησιακή διαδικασία 
δηµιουργεί την ανάγκη για έρευνα του τρόπου µε τον οποίο οι µαθητές δηµιουργούν 
µαθηµατικά καθώς χειρίζονται τα εργαλεία αυτά. Η ανάγκη αυτή προκύπτει από 
σύγχρονα ερευνητικά δεδοµένα σύµφωνα µε τα οποία δεν είναι εξασφαλισµένα εκ 
των προτέρων διδακτικά οφέλη από την χρήση φυσικών εργαλείων (Stacey e.a 2001) 
ή υπολογιστικών (Clement 2000). Οι ερευνητές συγκλίνουν όλο και περισσότερο 
στην άποψη ότι θα πρέπει να δοθεί έµφαση στις δραστηριότητες µε τις οποίες θα 
εµπλακούν οι µαθητές  καθώς θα χειρίζονται τα εργαλεία και στον τρόπο µε τον 
οποίον θα ερµηνεύουν και θα συνδέουν τις αναπαραστάσεις που αυτά δηµιουργούν. 
Η παρούσα έρευνα εντάσσεται στο πλαίσιο αυτής της προβληµατικής και εστιάζει το 
ενδιαφέρον της σε διαδικασίες µε τις οποίες οι µαθητές δοµούν µε µαθηµατικό τρόπο 
πραγµατικά προβλήµατα καθώς χειρίζονται φυσικά και υπολογιστικά εργαλεία. Οι 
διαδικασίες αυτές προσδιορίζονται από τον όρο ‘µαθηµατικοποίηση’. 



Θεωρητικό πλαίσιο  
Η έννοια της ‘Μαθηµατικοποίησης’ 
Με τον όρο µαθηµατικοποίηση δηλώνουµε δραστηριότητες µέσω των οποίων 
εφαρµόζεται και αναπτύσσεται η µαθηµατική γνώση. Οι Treffers (1987) και 
Freudenthal (1991) έχουν προτείνει µία από τις πρώιµες διακρίσεις της 
µαθηµατικοποίησης, την οριζόντια και την κατακόρυφη. Η οριζόντια αναφέρεται σε 
δραστηριότητες που προχωρούν από τον φυσικό κόσµο στον κόσµο των 
µαθηµατικών ενώ η κατακόρυφη εξελίσσεται µέσα στον χώρο των µαθηµατικών. Ο 
Freudenthal επισηµαίνει µάλιστα ότι η διάκριση µεταξύ των δύο αυτών ειδών δεν 
είναι σαφής και ότι οι σηµασίες τους για την µαθηµατική εκπαίδευση είναι 
ισοδύναµες. 

 Ένας χρήσιµος προσδιορισµός της µαθηµατικοποίησης προκύπτει από τον Wheeler, 
(1982) ο οποίος την ορίζει ως διαδικασία µέσω της οποίας ‘‘τοποθετούµε µία δοµή 
πάνω σε µία άλλη δοµή ’’. Η µαθηµατική δοµή πρέπει να προσαρµοστεί στην  
κατάσταση προβλήµατος και κατά συνέπεια θεωρεί την µαθηµατικοποίηση ως 
κατασκευή η οποία µπορεί να ανιχνευθεί κυρίως σε καταστάσεις λύσης προβλήµατος, 
δηλαδή σε καταστάσεις που ανάγουν κάτι το οποίο δεν διαθέτει προφανές 
µαθηµατικό περιεχόµενο σε κάτι το οποίο διαθέτει. 

Νεώτεροι ερευνητές (Rasmussen e.a 2000) θεωρούν ότι η οριζόντια 
µαθηµατικοποίηση έχει την έννοια της επεξεργασία ενός προβλήµατος, όχι 
κατ’ανάγκη πραγµατικού, ώστε αυτό να καταστεί προσφορότερο σε περαιτέρω 
ανάλυση και λύση. Μερικές δράσεις που χαρακτηρίζουν την επεξεργασία αυτή είναι 
ο πειραµατισµός, η εικασία και η ταξινόµηση µέσα στο πλαίσιο. ∆ράσεις που 
χαρακτηρίζουν την κατακόρυφη µαθηµατικοποίηση είναι η χρήση και σύνδεση 
αφηρηµένων µαθηµατικών οντοτήτων (π.χ συµβολικών παραστάσεων), η γενίκευση, 
η τυποποίηση, χωρίς όµως να περιορίζεται µόνο σε αυτές.  

Λαµβάνοντας υπ όψιν τις προηγούµενες κατευθύνσεις ορίζουµε την οριζόντια 
µαθηµατικοποίηση ως εκείνη την διαδικασία µέσω της οποίας ο µαθητής επιχειρεί να 
προσαρµόσει µία µαθηµατική δοµή πάνω σε µία κατάσταση προβλήµατος. Η 
κατακόρυφη µαθηµατικοποίηση σχετίζεται µε την  µελέτη της ίδιας της µαθηµατικής 
δοµής η οποία πλέον µπορεί να οδηγήσει στην λύση του προβλήµατος. 

Μία σηµαντική συνιστώσα, την οποία λαµβάνουµε υπ όψιν και επιχειρούµε να 
αναδείξουµε στην έρευνα, είναι το πλαίσιο µέσα στο οποίο καλείται ο µαθητής να 
αντιµετωπίσει την κατάσταση προβλήµατος (φυσικό, εικονικό). Η συνιστώσα αυτή 
οδηγεί το ενδιαφέρον µας και σε διαδικασίες µέσω των οποίων οι µαθητές 
συντονίζουν ή µάλλον συσχετίζουν τις δοµές µε την σηµασία που αποδίδουν στον 
όρο αυτό οι Markman and Gentner(1993). Ιδιαίτερη σηµασία αποδίδουµε στην 
υπόθεση των παραπάνω ερευνητών ότι το υποκείµενο καταρχήν αναγνωρίζει µία εν 
γένει οµοιότητα δοµών σε δύο πλαίσια και στην συνέχεια επιχειρεί δοµική συσχέτιση 
(structural alignment). 

 Προσδιορίζοντας τον όρο δοµική συσχέτιση, µέσα στο πλαίσιο της παρούσας 
έρευνας, θεωρούµε ότι  αυτός αναφέρεται σε νοητικές δραστηριότητες µέσω των 
οποίων ο µαθητής συνδέει δύο αναπαραστασιακά πλαίσια. Η σύνδεση αυτή βασίζεται 
στο µαθηµατικό περιεχόµενο των πλαισίων και όχι απλά στα αντικείµενα και τις 
ιδιότητες που περιέχουν τα πλαίσια.  Αυτή ακριβώς η συσχέτιση αποτελεί µία 
ιδιαίτερη µορφή οριζόντιας µαθηµατικοποίησης, η οποία όµως δεν διαφέρει ριζικά 
από αυτήν που αναφέρεται σε διαδικασίες δόµησης ενός συγκεκριµένου πλαισίου. 



Συγκεκριµένα όταν ο µαθητής επιχειρεί να συσχετίσει ένα δοµηµένο πλαίσιο Α µε 
ένα άλλο Β τότε θα αποδώσει πρώτα µαθηµατική δοµή στο Β και στην συνέχεια θα 
επιχειρήσει δοµική συσχέτιση µεταξύ των δύο πλαισίων.  

Συνοψίζοντας θα µπορούσαµε να διακρίνουµε δύο µορφές οριζόντιας 
µαθηµατικοποίησης στις οποίες δίνουµε ιδιαίτερη έµφαση, την διαδικασία δόµησης 
ενός αναπαραστασιακού πλαισίου Α και την διαδικασία συσχέτισης της δοµής του 
πλαισίου Α µε την δοµή ενός άλλου πλαισίου Β. Με τον όρο ‘δόµηση ενός πλαισίου’ 
προσδιορίζουµε την δηµιουργία µαθηµατικού περιεχοµένου µέσα στο πλαίσιο το 
οποίο περιεχόµενο θα χαρακτηρίζεται πλέον ως ‘δοµή του πλαισίου’. 

Εργαλεία και µαθηµατικοποίηση. 
Το ερευνητικό µας ενδιαφέρον εστιάζεται στον ρόλο των εργαλείων, φυσικών και 
υπολογιστικών, σε διαδικασίες µαθηµατικοποίησης. Τα εργαλεία, κατά κάποιο τρόπο, 
αποτελούν τους µεταφορείς των κοινωνικών και πολιτισµικών σχηµάτων της γνώσης 
(Wertsch 1994). Τα φυσικά εργαλεία µετρήσεως µίας απόστασης ή ενός 
αποµακρυσµένου ύψους, για παράδειγµα, φέρουν ενσωµατωµένο µαθηµατικό 
περιεχόµενο το οποίο υπαγορεύει την κατασκευή τους και αναδεικνύεται µε την 
λειτουργία τους. Το πρόβληµα της µέτρησης ενός αποµακρυσµένου ύψους, σύµφωνα 
µε τις ιστορικές ενδείξεις,  λύθηκε µέσα από µία διαδικασία µαθηµατικοποίησης στην 
οποία η χρήση εργαλείων ήταν µείζονος σηµασίας αφού αναπτύχθηκαν µαθηµατικά 
εργαλεία κατάλληλα να αξιοποιήσουν τα φυσικά εργαλεία. 

Τα υπολογιστικά εργαλεία τώρα µέσα από την δυνατότητα πολλαπλών, δυναµικών 
αναπαραστάσεων των µαθηµατικών εννοιών προσφέρουν ευκαιρίες στον µαθητή να 
συνδέσει τις αναπαραστάσεις αυτές, να πειραµατιστεί και να ελέγξει υποθέσεις, να 
γενικεύσει εν ολίγοις να µαθηµατικοποιήσει µία κατάσταση προβλήµατος. 

Ο συνδυασµός των δύο αυτών εργαλείων, φυσικών και υπολογιστικών, δίνει την 
δυνατότητα δηµιουργίας ενός µαθησιακού περιβάλλοντος µε ικανό πλήθος από 
αναπαραστασιακά πλαίσια τα οποία ο µαθητής καλείται να δοµήσει µε µαθηµατικό 
τρόπο και να συνδέσει. Στην παρούσα έρευνα ο συνδυασµός αυτός υλοποιείται µέσω 
υπολογιστικών προσοµοιώσεων των φυσικών εργαλείων 

Συνοψίζοντας επισηµαίνουµε δύο σηµαντικές δυνατότητες που εισάγουν τα εργαλεία 
σε ένα µαθησιακό περιβάλλον, την δυνατότητα πειραµατισµού και την συνύπαρξη 
πολλών αναπαραστασιακών πλαισίων. 

Ερευνητικά ερωτήµατα και σχεδιασµός της έρευνας. 
Τα ερευνητικά ερωτήµατα  
Τα ερευνητικά ερωτήµατα της παρούσης εργασίας είναι δύο:  

• Ποιες δράσεις µαθηµατικοποίησης διευκολύνονται ή προκαλούνται καθώς οι 
µαθητές εργάζονται σε µαθησιακό περιβάλλον που συνδυάζει ένα φυσικό 
εργαλείο µέτρησης και µια προσοµοίωσή του;  

• Ειδικότερα µε ποιον τρόπο οι µαθητές διαχειρίζονται την αποτυχία 
συσχέτισης δύο αναπαραστασιακών πλαισίων, µέσα στο συγκεκριµένο 
περιβάλλον, και τι µαθηµατικά δηµιουργούν µέσω αυτής;   

Σχεδιασµός και µεθοδολογία της έρευνας. 
Καταρχήν κατασκευάστηκε ένα φυσικό εργαλείο µετρήσεων.  



  

Το εργαλείο αποτελείται από µία ορθή γωνία και έναν δείκτη ∆ ο 
οποίος στο άκρο φέρει ένα µικρό λέιζερ Λ. 

Ο χρήστης µπορεί να επιλέξει να είναι σταθερός ο δείκτης είτε να 
περιστρέφεται οπότε το φορητό µοιρογνωµόνιο Μ µετρά την γωνία 
του δείκτη ως προς το οριζόντιο επίπεδο.  

Στην συνέχεια επελέγη το λογισµικό ‘Χελωνόκοσµος’ το οποίο βασίζεται στην 
λειτουργία ψηφίδων, και διαθέτει δυνατότητα προγραµµατισµού (Kynigos κ.α. 1997). 

Το λογισµικό αυτό χρησιµοποιήθηκε για την δηµιουργία 
µίας προσοµοίωσης του φυσικού εργαλείου οπότε οι 
µαθητές είχαν στην διάθεσή τους τέσσερα διαφορετικά 
αναπαραστασιακά πλαίσια. Συγκεκριµένα Π1 ήταν το 
πλαίσιο του φυσικού χώρου και του εργαλείου, Π2 
(καµβάς-µεταβολέας) ήταν το πλαίσιο της γεωµετρικής 
προσοµοίωσης του εργαλείου και της δέσµης φωτός που 
εκπέµπει, Π3(ψηφίδα Logo) ήταν το πλαίσιο του κώδικα 
που κατασκευάζει την προσοµοίωση αυτή. Τέλος Π4 
(δισδιάστατος µεταβολέας) ήταν ένα καρτεσιανό επίπεδο 
τα σηµεία του οποίου έχουν συντεταγµένες τις τιµές των 

µεταβλητών που ο χρήστης έχει ορίσει στον µεταβολέα. 

Η µέθοδος της έρευνας ήταν η µελέτη περίπτωσης και µπορεί να χαρακτηριστεί 
έρευνα δράσης µε συµµετοχική παρατήρηση.  Επελέγησαν 22 µαθητές, 10 της Γ΄ 
Γυµνασίου και 12 της Α΄ Λυκείου, οι οποίοι εξεδήλωσαν ενδιαφέρον χωρίς να ληφθεί 
υπ όψιν η σχολική τους επίδοση. Οι παραπάνω µαθητές προέρχονται από το ίδιο 
σχολείο και αποτελούν µέρος των µαθητών των τµηµάτων στα οποία ο ερευνητής 
διδάσκει. Για καθαρά µεθοδολογική σκοπιµότητα οι µαθητές της Γ΄ Γυµνασίου 
ενεπλάκησαν µε την έρευνα λίγο πριν διδαχτούν στο σχολικό πρόγραµµα την έννοια 
της οµοιότητας των επιπέδων σχηµάτων. Η έννοια αυτή είναι κεντρική για την 
αξιοποίηση του εργαλείου οπότε µελετήθηκαν οι δραστηριότητες των µαθητών όταν 
δεν είχαν στην διάθεσή τους το µαθηµατικό αυτό πλαίσιο. 

Η όλη έρευνα θα µπορούσε να χαρακτηριστεί ως ηµιδοµηµένη µε την έννοια του ότι 
ήταν χωρισµένη σε δύο βασικές φάσεις Φ1 και Φ2 κάθε µία από τις οποίες 
αντιστοιχούσε και σε διαφορετική χρήση του εργαλείου. Στην Φ1 οι µαθητές 
χρησιµοποιούσαν το εργαλείο µε σταθερό δείκτη και είχαν δυνατότητα µετακίνησης 
του εργαλείου πάνω στο θρανίο. Στην Φ2 ο δείκτης ήταν ελεύθερος να περιστραφεί 
αλλά το εργαλείο δεν µπορούσε να µετακινηθεί. Σε κάθε φάση οι µαθητές είχαν στην 
διάθεσή τους στην αρχή µόνο το φυσικό εργαλείο και το βασικό ερώτηµα 
(κατάσταση προβλήµατος) αφορούσε στον τρόπο αξιοποίησης ώστε  να µετρηθεί ένα 
αποµακρυσµένο ύψος στο Π1. Στην συνέχεια εκτός από το φυσικό εργαλείο είχαν 
στην διάθεσή τους και µία προσοµοίωσή του µέσω της οποίας µπορούσαν να 
πειραµατιστούν αλλάζοντας τις παραµέτρους της προσοµοίωσης. Εδώ το ερώτηµα 
αφορούσε στο πως µετασχηµατίζεται η κατάσταση προβλήµατος µέσα στα Π2, Π3, 
Π4 και πως µπορεί να αντιµετωπιστεί. 

 Η υλοποίηση δεν ήταν αυστηρά καθορισµένη ούτε από άποψη χρόνου αλλά ούτε και 
από άποψη δοµής. Οι µαθητές ήταν χωρισµένοι σε 11 οµάδες των δύο ατόµων και 
κάθε οµάδα απασχολήθηκε 7-8 ώρες κατά την διάρκεια δύο σχολικών περιόδων 
(ετών) στο εργαστήριο υπολογιστών του Λυκείου. Οι δραστηριότητες κάθε οµάδας 

Το εργαλείο 

Τα πλαίσια 

Π4Π3
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βιντεοσκοπήθηκαν, µαγνητοφωνήθηκαν ενώ οι µαθητές κρατούσαν σηµειώσεις σε 
ένα τετράδιο σε όλη την διάρκεια της έρευνας. Τα δεδοµένα της έρευνας προέκυψαν 
από την αποµαγνητοφώνηση της διαπραγµάτευσης που έλαβε χώρα σε κάθε ζεύγος 
σε συνδυασµό µε την εικόνα που είχαµε στην διάθεσή µας από την βιντεοσκόπηση. 
Μία άλλη πηγή δεδοµένων ήταν τα τετράδια τα οποία χρησιµοποίησαν τα ζεύγη και 
οι σηµειώσεις που κράτησαν και τέλος οι σηµειώσεις του ερευνητή που αφορούσαν 
στην παρουσία των µαθητών και τις επιδόσεις τους κατά την διάρκεια του 
συµβατικού µαθήµατος µέσα στην τάξη. 

Μαθηµατικοποίηση και εργαλεία 
Ο ρόλος του φυσικού εργαλείου.  
Η χρήση του φυσικού εργαλείου επέτρεψε στους µαθητές να πραγµατοποιήσουν 
πειράµατα στον φυσικό χώρο και να προχωρήσουν σε µία ποικιλία από δράσεις  
µαθηµατικοποίησης. 

Ενδιαφέρον παρουσιάζει ο τρόπος µε τον οποίο δύο µαθήτριες, σε ένα από τα ζεύγη 
της Γ΄ Γυµνασίου, επιχειρούν να επιβάλλουν µαθηµατική δοµή στο Π1 καθώς δεν 
διαθέτουν, δηλαδή δεν έχουν διδαχθεί ακόµη, το πλαίσιο της οµοιότητας. Εδώ οι 
δράσεις µαθηµατικοποίησης έχουν κατεξοχήν οριζόντιο χαρακτήρα χωρίς όµως να 
απουσιάζουν οι κατακόρυφες δράσεις. 

Οι µαθήτριες Μ1 και Μ2 έχουν αναγνωρίσει δύο τρίγωνα στον φυσικό χώρο, ένα για 
το εργαλείο και ένα άλλο το οποίο αποκαλούν ‘νοητό’ και το οποίο σχηµατίζεται από 
τις προεκτάσεις των πλευρών του εργαλείο και τον τοίχο. Καθώς κινούν µπρος πίσω 
το εργαλείο παρατηρούν και σχολιάζουν την µεταβολή του ύψους στο οποίο εστιάζει 
το λέιζερ. Η απόδοση δοµής πραγµατοποιείται σε δύο φάσεις.  

Στην πρώτη φάση οι µαθήτριες αποφασίζουν να πραγµατοποιήσουν µετρήσεις στις 
διαστάσεις του εργαλείου. Η χρήση του φυσικού εργαλείου στρέφει την προσοχή 
τους στην σχέση των γωνιών των δύο τριγώνων. 

Μ2: Οπότε το τρίγωνο όµως…. Το νοητό τρίγωνο έχει ίδιες γωνίες µε το εργαλείο, αυτή 
είναι η σχέση του εργαλείου µε το τρίγωνο…. Είναι ένα µέρος του.. 

Μ1: Ή µέρος ή µικρογραφία…… 

Εδώ οι µαθήτριες έχουν προβάλλει πάνω στα αντικείµενα του Π1 το αρχέτυπο 
πλαίσιο της οµοιότητας που είναι η οµοιότητα της µορφής, δηλαδή αυτή που 
βασίζεται στην ισότητα των γωνιών και την σχέση σµίκρυνσης-µεγέθυνσης.  

Στην συνέχεια κατασκευάζουν στο τετράδιό τους ένα ορθογώνιο τρίγωνο και µετρούν 
τις διαστάσεις του εργαλείου. Το σχήµα αυτό συνοψίζει τις διαπιστώσεις και οδηγεί 
τις µαθήτριες στην ανάκληση και χρήση ενός νέου µαθηµατικού πλαισίου, αυτού της 
κλίσης. 

Μ1: Εγώ πιστεύω ότι ο λόγος πρέπει να είναι ίσος… 

Ερευνητής: Αυτό γιατί το λέτε; 

Μ1: Εγώ πιστεύω ότι επειδή δεν µεταβάλλεται η κλίση αφού η γωνία µένει σταθερή, δεν 
θα µεταβάλλεται και ο λόγος γιατί αν υποθέσουµε ότι µεταβάλλεται η κλίση… 

Μ2: Αλλάζει το ύψος και αφού αλλάζει το ύψος που είναι είτε αριθµητής είτε 
παρονοµαστής, θα αλλάζει ο λόγος. 



Είναι αξιοσηµείωτο ότι παρόλη την συσχέτιση των δύο 
τριγώνων, του φυσικού εργαλείου και του νοητού, οι µαθήτριες 
χαράσσουν στο τετράδιό τους µόνο ένα ορθογώνιο τρίγωνο µέσω 
του οποίου αναπαριστούσαν και τα δύο προηγούµενα. Αυτό 
οφείλεται στο ότι δεν διαθέτουν ακόµη την δοµή των οµοίων 
τριγώνων η οποία φαίνεται ότι συνθέτει τα δύο τρίγωνα στο 
αρχέτυπο σχήµα της οµοιότητας των ορθογωνίων τριγώνων.  

Η έννοια της σµίκρυνσης (µικρογραφία) και η σταθερότητα της κλίσης είναι 
ασύνδετες και δεν συγκροτούν ακόµη ένα  ενιαίο µαθηµατικό πλαίσιο. Θα 
µπορούσαµε όµως να παρατηρήσουµε ότι το πλαίσιο αυτό έχει ήδη αρχίσει να 
δηµιουργείται, να αναδύεται µέσα από την εµπειρία της σµίκρυνσης (µικρογραφία) 

αλλά και της έννοιας της 
κλίσης.  

Στο σηµείο αυτό οι 
µαθήτριες έχουν προβεί σε 
µία κατακόρυφη µορφή 
µαθηµατικοποίησης αφού 
συνδέουν αφηρηµένες 
οντότητες όπως την έννοια 

της γωνίας µε αυτήν του σταθερού λόγου.  

Συνοψίζοντας στην διπλανή εικόνα θα µπορούσαµε να διακρίνουµε την δόµηση του 
πλαισίου Π1 από τις µαθήτριες µέσα από την προβολή πάνω σε αυτό της έννοιας της 
κλίσης και της σταθερότητας του λόγου των πλευρών ορθογωνίων τριγώνων. 

Τα υπολογιστικά εργαλεία.  
Τα υπολογιστικά εργαλεία συγκροτούν τα τρία αναπαραστασιακά πλαίσια Π2, Π3, 
Π4 µέσω των οποίων δηµιουργείται και ελέγχεται η προσοµοίωση του φυσικού 
εργαλείου. 

Εδώ οι µαθητές έπρεπε να µεταφέρουν την κατάσταση προβλήµατος από το Π1 στο 
Π2. Για τις ανάγκες της µεταφοράς αυτής ήταν αναγκαίο πρώτα να δοµήσουν το Π2 
και στην συνέχεια και να συνδέσουν τις δοµές τους, ή καλύτερα να τις συντονίσουν. 

 Η µεταφορά της κατάστασης προβλήµατος από τον 
φυσικό χώρο Π1 στον Π2 πραγµατοποιείται όταν οι 
µαθητές µετασχηµατίζουν το πρόβληµα της µέτρησης ενός 
ύψος στον τοίχο σε πρόβληµα αναζήτησης της σχέσης 
µεταξύ των µεγεθών που µεταβάλλονται(γωνία ω και ύψος 
h) ώστε να κατασκευάζεται το µεγάλο τρίγωνο στην οθόνη.  

Οι µαθητές των οµάδων από την Α΄ Λυκείου είχαν 
µεγαλύτερη ευελιξία ιδιαίτερα στην πρώτη φάση (Φ1) αφού είχαν διδαχθεί την έννοια 
της οµοιότητας ορθογωνίων τριγώνων µέσω της οποίας κυρίως αξιοποιείται το 
φυσικό εργαλείο στην φάση αυτή. Στην δεύτερη φάση όµως (Φ2) όπου οι δύο 
µεταβλητές που έπρεπε να συνδεθούν ήταν η γωνία ω του δείκτη και το ύψος 
εστίασης h δεν υπήρχε το πλεονέκτηµα αυτό. Τα υπολογιστικά εργαλεία έδωσαν την 
ευκαιρία στους µαθητές να κάνουν πειράµατα µε τις τιµές των µεταβλητών, δηλαδή 
του ύψους και της γωνίας, και κυρίως να µεταβάλλουν τις τιµές  πέρα και έξω από τα 
όρια των δυνατοτήτων του φυσικού εργαλείου. Η προσπάθεια σύνδεσης των 
πλαισίων Π2 και Π4(δισδιάστατος µεταβολέας) σε όλα τα ζεύγη των µαθητών είχε ως 
αφετηρία την µεταφορά της κατάστασης προβλήµατος από το ένα πλαίσιο στο άλλο. 

Σύνθεση τριγώνων 

           Το πλαίσιο Π2 

h
d

Σταθερός λόγος Χρήση εργαλείου 

Σταθερή γωνία 

h
d

Σταθερή κλίση 

 Οριζόντια     Κατακόρυφη 



Το πρόβληµα τώρα µπορούσε να διατυπωθεί ως εξής: « Ποιος είναι ο γεωµετρικός 
τόπος των σηµείων οι συντεταγµένες των οποίων κατασκευάζουν το µεγάλο 
τρίγωνο». Το πλαίσιο Π2 έχει ήδη δοµηθεί µέσω της κατασκευής οµοίων τριγώνων. 
Η δοµή αυτή είναι η κατάλληλη αφού µέσω αυτής µπορεί να λυθεί το αρχικό 
πρόβληµα.  

Ενδιαφέρον παρουσιάζει η προσπάθεια των µαθητών ∆ και Α, σε 
ένα από τα ζεύγη της Α΄ Λυκείου, να εντοπίσουν το είδος της 
καµπύλης που δηµιουργούν τα σηµεία στον δισδιάστατο µεταβολέα. 
Εδώ πλέον τα δύο µεγέθη ήταν η γωνία και το ύψος οπότε τα σηµεία 
δεν ανήκαν σε µία ευθεία και οι µαθητές επιχειρούν να αποδώσουν 
στην καµπύλη µία από τις γνωστές σε αυτούς δοµές.  

Ερευνητής: Τι σχέση νοµίζετε ότι συνδέει τα δύο ποσά; 

Α: Πρέπει να έχει τετράγωνο µέσα. 

∆: Γιατί βγήκε έτσι; 

Α: Γιατί είναι παραβολή 

Ερευνητής: Μπορούµε να το ελέγξουµε; 

∆: Μπορούµε να δούµε από εδώ και κάτω, πριν το 0, αν στρίβει είναι  η χ3. 

Α: Να βάλουµε αρνητικές ποσότητες, για να δούµε........-150.. 

Εδώ οι µαθητές προβάλλουν πάνω στην καµπύλη, εποµένως και στο Π4, δύο 
διαφορετικές δοµές, αυτήν της παραβολής ψ=χ2 και αυτήν της ψ=χ3. Οι δύο δοµές  
έχουν πλέον χαρακτηριστικά συνάρτησης ενώ η αναζήτηση της κατάλληλης δοµής 
πραγµατοποιείται µε τρεις τρόπους.  

α) Έλεγχος της δοµής ψ=χ2 Οι µαθητές κατασκευάζουν το αριστερό τµήµα της 
υποτιθέµενης παραβολής και παρατηρούν την συµπεριφορά της προσοµοίωσης στο 
Π2. Το πείραµα αυτό είχε σαν αποτέλεσµα την εµφάνιση µίας ‘δοµικής απόκλισης’, 
δηλαδή έλλειψης συντονισµού των δοµών των δυο πλαισίων. 

Συγκεκριµένα η δοµή του Π2, δηλαδή η κατασκευή των 
οµοίων τριγώνων, φαίνεται να συντονίζεται µε το δεξί 
τµήµα της καµπύλης κάτι το οποίο δεν συµβαίνει µε το 
αριστερό. Εδώ οι µαθητές έχουν προβάλλει πάνω στο Π4 
το µαθηµατικό πλαίσιο της παραβολής και 
πραγµατοποιούν οριζόντια µαθηµατικοποίηση αφού 
κάνουν χρήση των εργαλείων και πειραµατίζονται µε 
αυτά.  

 

β) Έλεγχος της δοµής ψ=χ3. Όταν η δοµή της παραβολής απεδείχθη ότι αποκλίνει 
από αυτήν του Π2 οι µαθητές δοκιµάζουν µία συνάρτηση ανωτέρου βαθµού η οποία, 
οπτικά τουλάχιστον, παραπέµπει σε αυτήν που έχει δηµιουργηθεί στο πλαίσιο Π4. Ο 
έλεγχος για την καταλληλότητα της συνάρτησης αυτής γίνεται από τους µαθητές 
µέσα από έναν  συνδυασµό κατακόρυφης και οριζόντιας επεξεργασίας. Συγκεκριµένα 
καταφεύγουν στον µεταβολέα της προσοµοίωσης και προσδιορίζουν ένα κατάλληλο 
ζεύγος τιµών για την γωνία ω και το ύψος h µε πρόθεση να τα αντικαταστήσουν στον 
τύπο της συνάρτησης. 

∆: και αν είναι αχ3; 

Η νέα καµπύλη 

∆οµική απόκλιση 



Α: αν είναι αχ3 βρίσκουµε το α  

∆: χ είναι η γωνία; 

Α: και ψ το ύψος. 

∆: για γωνία 900 το ύψος θα είναι 903 

Α: θα δούµε(βρίσκει το αποτέλεσµα µε τον calculator του υπολογιστή) 729.000! 

Ερευνητής: Εκεί θα πάει; 

         Α: Όχι στις 900  πάει ..πάει στο άπειρο 
Στο απόσπασµα αυτό µπορούµε να αναγνωρίσουµε την οριζόντια επεξεργασία της 
κατάστασης προβλήµατος από τους µαθητές καθώς πειραµατίζονται µε το µοντέλο 
της ψ=χ3 και συσχετίζουν και την γωνία µε την µεταβλητή χ και ο ύψος µε την ψ. 
Επιπλέον η κατακόρυφη επεξεργασία συντελείται καθώς επιχειρούν να 
προσδιορίσουν ένα ζεύγος τιµών της συνάρτησης κάνοντας χρήση του τύπου της. Οι 
ενέργειες των µαθητών έχουν και πάλι σαν αποτέλεσµα την εµφάνιση απόκλιση 
µεταξύ της δοµής ψ=χ3, που προσπαθούν οι µαθητές να επιβάλλουν στο πλαίσιο Π4, 
και στον χώρο Π1 του φυσικού εργαλείου. Η απόκλιση αυτή προκύπτει µέσω της 
συµπεριφοράς του φυσικού εργαλείου η οποία υποδεικνύει την ιδιότητα που θα 
πρέπει να έχει η κατάλληλη συνάρτηση, δηλαδή στις 900 να απειρίζεται.  

γ) Συνδυασµός συµβόλων. Οι µαθητές βρίσκονται πλέον µπροστά σε αδιέξοδο αφού 
έχουν εξαντλήσει όλο το απόθεµα µαθηµατικών µοντέλων (συναρτήσεων) που 
διέθεταν. Αποφασίζουν να καταφύγουν στον κώδικα και εκεί παρατηρούν ότι οι δύο 
κάθετες πλευρές του µικρού τριγώνου συµβολίζονται µε :α και :β, είναι µεταβλητές 
και εξαρτώνται από την γωνία ω, ενώ η απόσταση d από τον τοίχο είναι σταθερή και 
ίση µε 50. Κάνουν χρήση του τετραδίου και γράφουν: 

∆: Άµα από εδώ µέχρι εδώ είναι 50 τότε εφω=h/50 άρα h=50.εφω άρα h=50:β/:α 

Α: Κάτσε να το κάνουµε στον κώδικα. 

Ερευνητής: Η µεταβλητή ποια είναι τώρα; 

Α: Το ω  

Αντικαθιστώντας στον κώδικα το h µε την 
παράσταση 50:β/:α και ενεργοποιώντας το νέο 
πρόγραµµα διαπιστώνουν ότι στο Π2 
δηµιουργούνται όµοια τρίγωνα.  Η µεταβλητή h 
(αρχικός κώδικας) δεν υφίσταται πλέον αφού έχει 
συνδεθεί µε την ω (τελικός κώδικας).  

Εδώ οι µαθητές δηµιουργούν έναν συντονισµό µεταξύ των δοµών των πλαισίων Π2 
και Π3 και συµπεραίνουν ότι η ζητούµενη συνάρτηση είναι η 50.β/α δηλαδή η 
50εφω. Η νέα συνάρτηση προκύπτει µέσα από µία κατακόρυφη διαδικασία η οποία 
πραγµατοποιείται καθώς οι µαθητές κάνουν χρήση συµβόλων (symbolization) 
γεγονός που ευνοείται από την φύση του πλαισίου Π3, δηλαδή του κώδικα. 

∆ιαπραγµάτευση 
Αν θα έπρεπε να χαρακτηρίσουµε τα µαθηµατικά που δηµιούργησαν οι µαθητές κατά 
την διάρκεια της έρευνας θα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε τον όρο 
‘ηµιεµπειρικά µαθηµατικά’ µε την σηµασία που αποδίδει στον όρο η Λακατοσιανή 
αντίληψη για την µαθηµατική γνώση. «Τα άτυπα σχεδόν εµπειρικά µαθηµατικά δεν 
αναπτύσσονται µε την µονότονη προσθήκη αναµφισβήτητων θεωρηµάτων αλλά µε 
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την βελτίωση υποθέσεων, µε την δοκιµή και την κριτική, µε την λογική των 
αποδείξεων και των ανασκευών»(Lakatos 1996 σελ. 23).  Η νέα µαθηµατική γνώση 
προέκυψε σταδιακά µέσα από σύνθεση και αναδιοργάνωση των ήδη υπαρχόντων 
γνώσεων από τους µαθητές καθώς χρησιµοποιούσαν και πειραµατίζονταν µε τα 
εργαλεία του περιβάλλοντος.  

Από τα δεδοµένα της έρευνας προέκυψαν ισχυρές ενδείξεις ότι το συγκεκριµένο 
µαθησιακό περιβάλλον  ευνοεί και υποστηρίζει δράσεις µαθηµατικοποίησης, 
πειραµατισµό, δηµιουργία και έλεγχο εικασιών, χρήση συµβόλων και κυρίως δόµηση 
και συσχέτιση αναπαραστασιακών πλαισίων. Στα αποσπάσµατα που παρατέθηκαν 
αναδεικνύεται ο τρόπος µε τον οποίο η οµοιότητα των ορθογωνίων τριγώνων, για τις 
µαθήτριες, και η συνάρτηση της εφαπτοµένης, για τους µαθητές, αναδύθηκαν µέσα 
από µία αναδιοργάνωση των ήδη υπαρχόντων µαθηµατικών πλαισίων. 

Σε κάθε περίπτωση η αναδιοργάνωση προέκυψε  από την δυνατότητα που παρέχουν 
τα εργαλεία τόσο για πειραµατισµό και έλεγχο υποθέσεων (οριζόντια 
µαθηµατικοποίηση) όσο και στην σύνδεση αφηρηµένων και συµβολικών οντοτήτων 
(κατακόρυφη µαθηµατικοποίηση). 

Η αποκλειστική χρήση του φυσικού εργαλείου, χωρίς την παρουσία της 
προσοµοίωσης, φαίνεται να περιορίζει τους µαθητές σε γεωµετρικές κυρίως έννοιες 
ενώ η παρουσία της προσοµοίωσης επιτρέπει την επέκταση του γεωµετρικού 
πλαισίου και την σύνδεσή του µε ένα συναρτησιακό πλαίσιο.  

Ένα µεθοδολογικό εργαλείο το οποίο δηµιουργήσαµε για τις ανάγκες της 
συγκεκριµένης έρευνας ήταν η έννοια της δοµικής απόκλισης η οποία προέκυπτε 
όταν το µαθηµατικό πλαίσιο το οποίο χρησιµοποιούσαν οι µαθητές δεν ήταν 
κατάλληλο. Η έννοια αυτή, αναγόµενη στην κοινή διδακτική πρακτική µίας τυπικής 
αίθουσας διδασκαλίας, θα µπορούσε να χαρακτηριστεί ως µαθηµατικό λάθος. Το 
λάθος όµως αυτό δεν οδηγεί σε αδιέξοδο αφού τα εργαλεία δίνουν την δυνατότητα 
στους µαθητές να το εντοπίσουν άµεσα και να το χρησιµοποιήσουν δηµιουργικά. 

Η συσχέτιση δύο δοµών και η δοµική απόκλιση θα µπορούσαν να αποτελέσουν έναν 
θεµατικό πυρήνα περαιτέρω διερεύνησης και ενίσχυσης (ή αποδυνάµωσης) των 
ενδείξεων που προέκυψαν για τον ρόλο τους σε διαδικασίες µαθηµατικοποίησης. 
Αυτό δηλαδή που χρήζει επιπλέον διασάφηση είναι ο ιδιαίτερος τρόπος µε τον οποίο 
συµβάλουν οι δύο έννοιες στην δηµιουργία νέας µαθηµατικής γνώσης από τους 
µαθητές όταν αυτοί διαθέτουν φυσικά και υπολογιστικά εργαλεία. 
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