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Περίληψη  
Στο άρθρο αυτό παρουσιάζεται ένα µέρος µιας ευρύτερης έρευνας που σχετίζεται µε την 
αντίληψη της έννοιας του εµβαδού από µαθητές δηµοτικού σχολείου όπως αυτή ανιχνεύεται 
µέσα από δραστηριότητες µε µη κανονικά σχήµατα. Το ενδιαφέρον του εστιάζεται στις 
δυσκολίες που κοµίζουν δυο στρατηγικές υπολογισµού του εµβαδού αυτών των σχηµάτων, 
αυτές της αποκοπής-επικόλλησης και της ανάλυσης σε δοµικές µονάδες, στον τρόπο µε τον 
οποίο προσπαθούν οι µαθητές να υπερκεράσουν τις δυσκολίες αυτές, όπως και στο εύρος των 
δεξιοτήτων που εµφανίζεται να έχουν οι µαθητές.  

Λέξεις κλειδιά  
Επίλυση προβλήµατος, εµβαδόν, εξεικόνιση, αποκοπή-επικόλληση, ανάλυση σε δοµικές 
µονάδες. 

 

Εισαγωγή 
Στην εργασία αυτή θα εξετάσουµε δυο δραστηριότητες, την «αποκοπή-επικόλληση» 
και την «ανάλυση σε δοµικές µονάδες» που αφορούν σε βασικές αρχές στη 
διατήρηση του εµβαδού. Οι βασικές αρχές διατήρησης του εµβαδού είναι διαισθητικά 
προφανείς στα παιδιά και κάθε φορά που καταγίνονται µε προβλήµατα εµβαδού 
αυτόµατα τις θεωρούν ως δεδοµένες. Έτσι αυτό που αποµένει για τους µαθητές είναι 
ουσιαστικά µόνο το πώς στην πράξη θα χειριστούν αυτές τις δραστηριότητες ώστε να 
φθάσουν στο αποτέλεσµα που επιδιώκουν. 

Η µαθηµατική θεµελίωση αυτών των δυο δραστηριοτήτων σε ιδιότητες διατήρησης 
του εµβαδού, τις καθιστά δυνατές και σηµαντικές τεχνικές υπολογισµού του εµβαδού 
επιπέδων σχηµάτων. Κατά συνέπεια αποτελούν αντικείµενο εκπαιδευτικής έρευνας 
που στοχεύει στο κατά πόσο οι µαθητές του δηµοτικού σχολείου είναι ικανοί να τις 
χρησιµοποιήσουν συνθετικά ώστε να συγκροτήσουν αποτελεσµατικές στρατηγικές 
επίλυσης προβληµάτων εµβαδού. Κοινό χαρακτηριστικό αυτών των στρατηγικών 
είναι το ότι έχουν την απαρχή τους στην εξεικόνιση (visualization). Η εξεικόνιση 
αποτελεί µια σηµαντική διεργασία για την ευκλείδεια γεωµετρία αφού γενικά η 
µάθηση και η ανάπτυξή της συντελείται κατά µεγάλο βαθµό µέσα από εξεικονιστικές 
νοητικές στρατηγικές. Η εξεικόνιση ως απαρχή στρατηγικών επίλυσης προβληµάτων 
προσανατολίζει τους µαθητές προς µια διαδικασία λύσης µέσα από επί µέρους 
βήµατα όπως: α) Ανάλυση µιας δοµής σε υποδοµές και µονάδες, β) ∆ηµιουργία 
βοηθητικών κατασκευών, γ) Μετασχηµατισµός της όλης δοµής σε µια άλλη δοµή και 
δ) ανασύνθεση (Hershkowitz, et al., 2001).   

Η άφιξη στη λύση µέσα από τέτοιες στρατηγικές επίλυσης θεωρείται ιδιαιτέρως 
σηµαντική στο επίπεδο της πρωτοβάθµιας εκπαίδευσης, λόγω ακριβώς του ότι οι 
µικροί µαθητές βασίζονται σε µεγαλύτερο βαθµό απ’ ότι οι ενήλικες στην αξιοπιστία 



των όσων βλέπουν ή των προϊόντων της φαντασίας τους. Τα παιδιά δεν εγείρουν 
συνήθως θέµα νοµιµότητας. ∆εν αµφιβάλουν για την εγκυρότητα των διαισθητικών 
τους παρατηρήσεων και µια τυπική απόδειξη για κάτι τους φαίνεται µάλλον άχρηστη. 
Τη θεωρούν ως µια επιχειρηµατολογία για το προφανές (Clements & Battista, 1992; 
Arcavi, 2003).  

Σε ένα τέτοιο πλαίσιο, η εργασία αυτή θα προσπαθήσει να συνεισφέρει µέσα από την 
παρουσίαση των στρατηγικών της «αποκοπής-επικόλλησης» και της «ανάλυσης σε 
δοµικές µονάδες», στο πως αυτές αντανακλούν συγκεκριµένες πτυχές τόσο της 
επίλυσης προβλήµατος γενικά όσο και της εξεικονιστικής επιχειρηµατολογίας (visual 
reasoning) ειδικότερα. 

Αποκοπή και Επικόλληση έναντι Ανάλυσης σε ∆οµικές Μονάδες 
 
Η ταυτότητα των δυο στρατηγικών 
 

Στην εργασία αυτή παρουσιάζεται ένα µέρος µιας ευρύτερης έρευνας, η οποία 
εστιάστηκε στην αντίληψη της έννοιας του εµβαδού από µαθητές του δηµοτικού 
σχολείου, όπως αυτή προσδιορίστηκε µέσα από τον τρόπο µε τον οποίο οι µαθητές 
προσέγγισαν λύσεις σε προβλήµατα εµβαδού µη κανονικών σχηµάτων, που έχουν ως 
απαρχή τους τη διατήρηση του εµβαδού. Στο κοµµάτι λοιπόν αυτό, µελετήθηκε η 
επιχειρηµατολογία των µαθητών όταν έχουν να αντιµετωπίσουν δραστηριότητες στις 
οποίες ζητείται το εµβαδόν µη κανονικών σχηµάτων. Κατηγοριοποιώντας τις 
στρατηγικές τους, φάνηκε πως στη συντριπτική πλειοψηφία αυτές οι στρατηγικές είτε 
βασίζονται αποκλειστικά στην εξεικόνιση είτε έχουν ως απαρχή τους την εξεικόνιση. 
Στη δεύτερη περίπτωση εντάσσονται και οι στρατηγικές της αποκοπής-επικόλλησης 
(cut and paste) και της ανάλυσης σε δοµικές µονάδες (decomposition) στις οποίες θα 
αναφερθούµε διεξοδικά. Όταν µιλάµε για αποκοπή-επικόλληση αναφερόµαστε στην 
τακτική των παιδιών να µεταφέρουν (είτε νοερά στο περιβάλλον της τάξης είτε µε 
«εικονικά» απτό τρόπο στο περιβάλλον του εργαστηρίου της πληροφορικής) κάποιες 
περιοχές του σχήµατος από την αρχική τους θέση και να τις προσαρτούν σε κάποια 
άλλη ώστε να δηµιουργείται ένα νέο σχήµα µε το ίδιο εµβαδόν µε το αρχικό, του 
οποίου όµως θα είναι πιο εύκολος ο υπολογισµός του. Το µόνο κριτήριο για αυτές τις 
µετακινήσεις είναι ποια περιοχή ταιριάζει που. Το εµβαδόν του νέου σχήµατος 
προσεγγίζεται είτε µε τη βοήθεια πλέγµατος είτε µε τη χρήση γνωστών τύπων 
υπολογισµού του εµβαδού όταν ο µετασχηµατισµός καταλήγει σε ένα οικείο στα 
παιδιά σχήµα (τρίγωνο, τετράγωνο, ορθογώνιο κλπ). Η ανάλυση σε δοµικές µονάδες 
έγκειται στην αναζήτηση από τα παιδιά µιας θεµελιώδους µονάδας που 
επαναλαµβάνεται µέσα στο σχήµα, ενώ ο υπολογισµός γίνεται σε δυο στάδια. Αρχικά 
µε απαρίθµηση αυτών των θεµελιωδών µονάδων µέτρησης που όµως δεν καλύπτουν 
όλο το σχήµα και στη συνέχεια µε υπολογισµό των «ελλιπών» µονάδων που 
απέµειναν. Η ιδέα που βρίσκεται πίσω και από τις δυο στρατηγικές – δηλ. η 
διατήρηση του εµβαδού - υλοποιείται µε διαφορετικά κριτήρια στις δυο περιπτώσεις. 
Στην αναζήτηση περιοχών που ταιριάζουν στη µια και στην αναζήτηση 
επαναλαµβανόµενων µοτίβων στην άλλη. Μεταξύ των δυο στρατηγικών υπάρχει µια 
σχέση επικάλυψης. Η αποκοπή-επικόλληση υπεισέρχεται και στην ανάλυση σε 
δοµικές µονάδες, αφού η δεύτερη, µετά τον εντοπισµό και την καταµέτρηση των 
δοµικών µονάδων, εφαρµόζει αποκοπή-επικόλληση για τις «ελλιπείς» µονάδες που 
αποµένουν.  



Η ταυτότητα των δραστηριοτήτων 
 

Οι δραστηριότητες διεκπεραιώθηκαν από µαθητές της Ε’ και Στ’ ∆ηµοτικού σε 
δηµόσιο σχολείο της Θεσσαλονίκης. Οι µαθητές κάθε τάξης ήταν χωρισµένοι σε δυο 
οµάδες από τις οποίες η µια δούλεψε στο παραδοσιακό περιβάλλον της τάξης (χαρτί-
µολύβι) και η άλλη σε υπολογιστικό περιβάλλον. Στις προθέσεις µας ανάµεσα στα 
άλλα ήταν να εντοπίσουµε ταυτόχρονα στοιχεία που διαφοροποιούν τις προσεγγίσεις 
των µαθητών στα δυο περιβάλλοντα (τάξης – εργαστηρίου). Προκειµένου να 
µεταφερθούν οι συγκεκριµένες δραστηριότητες στο υπολογιστικό περιβάλλον 
επιλέχτηκε η χρήση του MSPaint ως πιο πρόσφορου λογισµικού ώστε οι µαθητές να 
µπορούν να εφαρµόσουν αποκοπή και επικόλληση. Οι µαθητές είχαν ήδη διδαχθεί 
την έννοια του εµβαδού όπως και τους τύπους για τον υπολογισµό του εµβαδού 
γνωστών σχηµάτων (τρίγωνα, τετράγωνα κλπ). Η θεµατική ιδέα ήταν ο υπολογισµός 
εµβαδών µη κανονικών σχηµάτων και οι δραστηριότητες χαρακτηρίζονται ως «µη-
τετριµµένες» µε την έννοια ότι δεν υπάρχουν τέτοιου είδους δραστηριότητες στα 
σχολικά εγχειρίδια και εξασφαλίζουν από τη µια την αποφυγή απλής ανάκλησης 
γνωστών τρόπων επίλυσης ενώ από την άλλη προσφέρονται σε µια δυναµική 
προσέγγιση σε ένα υπολογιστικό περιβάλλον (βλ. Εικόνες 1 και 2).  

  

Υπολογίστε το εµβαδόν του σχήµατος. 
Βοηθά ο µετασχηµατισµός του σε ένα 
γνωστό σας σχήµα σε αυτόν τον 
υπολογισµό; Γιατί; Γιατί όχι; 

Εικόνα 1.  ∆ραστηριότητα µαθητών Ε’ ∆ηµοτικού 
 

Ο νοµός Σερρών σε αυτόν το χάρτη 
είναι σχεδιασµένος µε κλίµακα 
1:1.500.000. Υπολογίστε πόση 
περίπου είναι η πραγµατική επιφάνεια 
του νοµού. 

Εικόνα 2.  ∆ραστηριότητα µαθητών της Στ’ ∆ηµοτικού 
 

Ο σχεδιασµός των δραστηριοτήτων είναι προσανατολισµένος προς την ικανότητα 
ανάλυσης σύνθετων αντικειµένων στα πρωτογενή και στοιχειώδη τους σχήµατα που 
σύµφωνα µε τους Hershkowitz, Parzysz και Van Dormolen αυτή η ικανότητα 
αποτελεί ένα από τα κύρια συστατικά της εξεικονιστικής επιχειρηµατολογίας και 
σκέψης (Hershkowitz et al., 1998). Οι δραστηριότητες παρουσιάζονται 
προσαρµοσµένες στην παρουσία πλέγµατος. Το πλέγµα αποτελεί κατ’ εξοχήν 



χρήσιµο εργαλείο σε δραστηριότητες υπολογισµού εµβαδού που βασίζονται στη 
χρήση αποκοπής-επικόλλησης ή ανάλυσης σε δοµικές µονάδες. Καθιστά το σύνθετο 
σχήµα πιο διαχειρίσιµο γιατί επιτρέπει από τη µια την ασφαλή παρέµβαση από 
µέρους των µαθητών σε επίπεδο λήψης αποφάσεων σχετικά µε τις απαραίτητες 
µετακινήσεις περιοχών και από την άλλη παρέχει έναν οδηγό για ένα αριθµητικό 
αποτέλεσµα όταν δεν είναι παρούσες οι τυπικές µονάδες µέτρησης επιφανειών. Αξίζει 
όµως να τονιστεί ότι στην περίπτωσή µας, αυτό δεν είναι κάτι οικείο για τη σχολική 
πρακτική. Οι µαθητές δεν διαθέτουν καµιά εµπειρία σχετική µε τέτοιου είδους 
δραστηριότητες ώστε να εφαρµόσουν γνωστές στρατηγικές από την περιοχή αυτή 
όπως η απαρίθµηση µοναδιαίων τετραγώνων, ο µετασχηµατισµός σε γνωστό σχήµα 
κ.α.  

∆υσκολίες και υπερκέραση των δυσκολιών κατά την εφαρµογή 
αποκοπής-επικόλλησης και ανάλυσης σε δοµικές µονάδες. 
 

Η παρατήρηση των παιδιών κατά τη διάρκεια της προσπάθειάς τους να εφαρµόσουν 
τις δυο παραπάνω στρατηγικές οδήγησε σε µια καταγραφή των δυσκολιών που οι 
στρατηγικές κοµίζουν, όπως αυτές διαµορφώνονται µέσα από το πλαίσιο των 
συγκεκριµένων δραστηριοτήτων. Η καταγραφή παρουσιάζει και το εύρος των 
δεξιοτήτων που εµφανίζονται από µέρους των µαθητών όπως επίσης και το πώς 
υπερκεράστηκαν οι δυσκολίες αυτές σε κάθε περίπτωση. 

 

∆υσκολίες από την παρουσία καµπύλων γραµµών 
 

Η πιο βασική πηγή δυσκολίας για τους 
µαθητές υπήρξε το γεγονός ότι το σχήµα δεν 
αποτελούνταν µόνο από ευθύγραµµα 
τµήµατα αλλά και από καµπύλες γραµµές. 
Ανάλογα µε το πόσο πολύπλοκη φαινόταν η 
παρουσία αυτών των καµπύλων γραµµών 
διαφορετικός ήταν τόσο ο βαθµός που 
δυσκολεύτηκαν τα παιδιά όσο και ανάλογος 
ο αριθµός των διαφορετικών προσεγγίσεων ή 
προσπαθειών για τον υπερκερασµό αυτών 
των δυσκολιών. Στην περίπτωση που το 
πλέγµα δηµιουργούσε περιοχές µε καµπύλες 
γραµµές πλήρως αλληλοσυµπληρούµενες 
(όπως η πρώτη δραστηριότητα) η επιλογή της 
µεθόδου αποκοπής-επικόλλησης ήταν σχεδόν 
µονόδροµος. Στην περίπτωση όµως που η 
παρουσία των καµπύλων γραµµών αύξανε 
κατά πολύ το βαθµό πολυπλοκότητας (όπως 
στη δεύτερη δραστηριότητα) άρα και τη δυσκολία που δηµιουργούσε στους µαθητές 
η εφαρµογή της προηγούµενης στρατηγικής (αφού τώρα δεν είναι εύκολο να βρεθούν 
περιοχές που να ταιριάζουν απόλυτα) παρατηρείται µια στροφή των µαθητών προς 
την ανάλυση σε δοµικές µονάδες. 

Έτσι στην περίπτωση της δεύτερης δραστηριότητας καταγράφηκαν οι εξής 
προσπάθειες για να ξεπεραστεί η δυσκολία που δηµιούργησαν οι καµπύλες γραµµές:      

 
Εικόνα 3.  Απώλεια επιφάνειας (εδώ 2 
τετραγωνικές µονάδες) κατά τη φάση του 
µετασχηµατισµού λόγω κενών και 
επικαλύψεων. 



• Κατά προσέγγιση αποκοπή-επικόλληση. Κάποιοι µαθητές δυσκολεύτηκαν 
να προσδιορίσουν περιοχές που να ταιριάζουν απόλυτα ώστε να 
δηµιουργήσουν πλήρη µοναδιαία τετράγωνα και έτσι να φτάσουν στον 
υπολογισµό του εµβαδού. Κατά συνέπεια επέλεξαν περιοχές που να 
ταιριάζουν όσο γίνεται περισσότερο και µε εφαρµογή αποκοπής-
επικόλλησης δεν απέφυγαν κενά και επικαλύψεις χάνοντας έτσι σηµαντικό 
κοµµάτι της πραγµατικής επιφάνειας. Κενά και επικαλύψεις παρατηρήθηκαν 
και στην δραστηριότητα 1 µε αποτέλεσµα την απώλεια επιφάνειας (βλ. 
εικόνα 3). 

• Ένα πολύ µεγάλο µέρος των µαθητών αντιµετωπίζοντας τη δυσκολία να 
εφαρµόσει µε ακρίβεια τη αποκοπή-επικόλληση εξέλαβε ως χρήσιµο 
εργαλείο την παρουσία σηµείων στο πλέγµα που επιτρέπουν τη διαίρεση της 
τετραγωνικής µονάδας σε υποδιαιρέσεις της, µε νέα δοµική µονάδα ένα 
µικρότερο τετράγωνο (ένα από τα εννέα στα οποία µπορεί να διαιρεθεί κάθε 
µεγάλο τετράγωνο). Πραγµατοποίησε λοιπόν αυτήν την ανάλυση στις 
µικρότερες δυνατές δοµικές µονάδες πράγµα που επέτρεψε στο µαθητή να 
φτάσει µε µεγαλύτερη προσέγγιση στο πραγµατικό εµβαδόν και να 
εφαρµόσει στη συνέχεια αποκοπή-επικόλληση µόνο για τις πολύ µικρές 
καµπύλες περιοχές που περισσεύουν. 

• Κάποιοι πραγµατοποίησαν ανάλυση σε δοµικές µονάδες σε δύο επίπεδα. 
Για εκείνο το µέρος του σχήµατος που έδινε τέτοια δυνατότητα διατήρησαν 
ως θεµελιώδη µονάδα τα µεγάλα τετράγωνα. Στο υπόλοιπο θεώρησαν ως 
θεµελιώδη µονάδα την υποδιαίρεση του αρχικού τετραγώνου και 
προχώρησαν στη συνέχεια και αυτοί σε αποκοπή-επικόλληση για τα 
καµπύλα µέρη. 

• Τέλος υπήρξαν και αυτοί που 
προκειµένου να εφαρµόσουν 
είτε τη µια είτε την άλλη 
µέθοδο και να εξαλείψουν την 
επιµέρους δυσκολία που 
δηµιουργούσαν οι καµπύλες 
γραµµές, προέβησαν σε 
αντικατάσταση των 
καµπύλων µε ευθύγραµµα 
τµήµατα δηµιουργώντας κατά 
προσέγγιση ένα νέο µη 
κανονικό σχήµα που το 
περίγραµµά του αποτελούνταν 
πια µόνο από ευθύγραµµα 
τµήµατα (βλ. εικόνα 4).  Η 
αντικατάσταση αυτή µε τη 
σειρά της δηµιούργησε µια 
ακόµη δυσκολία στους 
µαθητές. Λόγω ακριβώς του ότι δηµιουργήθηκαν µη κανονικά σχήµατα θα 
έπρεπε να αφιερώσουν επιπλέον χρόνο είτε στο χωρισµό τους σε 
απλούστερα υποσχήµατα είτε στην επιλογή µιας από τις δυο στρατηγικές για 
µια εκ νέου προσέγγιση του υπολογισµού του εµβαδού. 

Στην πλειονότητα των παραπάνω περιπτώσεων, το αριθµητικό αποτέλεσµα στο οποίο 
έφτασαν πολλοί από τους µαθητές αρχικά δε φάνηκε να συνοδεύεται από καµιά 

 

 
Εικόνα 4.  Αντικατάσταση καµπύλων γραµµών 

µε ευθύγραµµα τµήµατα. 
 



µονάδα µέτρησης. Βέβαια οι µαθητές χρησιµοποίησαν ως οδηγό τα µοναδιαία 
τετράγωνα που σιωπηρά τους υποδείκνυε το πλέγµα και έτσι κατέληξαν σε έναν 
αριθµό. ∆εδοµένου όµως ότι το διδακτικό συµβόλαιο – όρος καθιερωµένος από τον 
Brousseau- της διδασκαλίας των εµβαδών στη σχολική πραγµατικότητα προβλέπει 
ότι ένα εξαγόµενο που αφορά εµβαδόν πρέπει να συνοδεύεται από τυπικές µονάδες 
µέτρησης, οι µαθητές δεν είχαν µια αίσθηση πληρότητας ως προς την ορθότητα του 
υπολογισµού τους. Αισθάνθηκαν την ανάγκη να «µεταφράσουν» κάπως αυτές τις 
ανεπίσηµες µονάδες του πλέγµατος ικανοποιώντας µε αυτόν τον τρόπο την ανάγκη 
που ένιωθαν για χρήση τυπικών µονάδων µέτρησης ώστε το αποτέλεσµά τους να 
είναι «σωστό». Έτσι ή «βάφτισαν» αυθαίρετα τα µοναδιαία τετράγωνα του πλέγµατος 
τετραγωνικά δεκατόµετρα (ακόµη και τετραγωνικά µέτρα σε κάποιες περιπτώσεις) ή 
στην περίπτωση που κατανοούσαν ότι αυτό αποτελεί αυθαιρεσία προχώρησαν στον 
υπολογισµό του εµβαδού του ενός µοναδιαίου τετραγώνου µε τη χρήση τύπου (αφού 
πρώτα µέτρησαν µε χάρακα τη µια του πλευρά) και στη συνέχεια προχώρησαν στον 
υπολογισµό του όλου εµβαδού εκφρασµένου τώρα σε τετραγωνικά εκατοστά. 
Μετέφρασαν λοιπόν ένα ήδη σωστό αποτέλεσµα σε ένα ισοδύναµό του λόγω της 
δυσκολίας που τους προξενούσε η παρουσία µονάδων του πλέγµατος που όµως δεν 
δηλώνονταν ως τέτοιες και έτσι παραβιαζόταν το διδακτικό συµβόλαιο. 

∆υσκολία στη διαχείριση των 
«ελλιπών» τετραγώνων. 
 

Κατά την εφαρµογή της 
µεθόδου της ανάλυσης σε 
δοµικές µονάδες, στη δεύτερη 
δραστηριότητα, µε την οποία οι 
µαθητές προσέγγισαν µε 
µεγαλύτερη ακρίβεια το 
πραγµατικό εµβαδόν, 
ενδιαφέρον παρουσίασε το πώς 
αντιµετώπισαν τη δυσκολία που 
τους δηµιούργησε η παρουσία 
των πολύ µικρών καµπύλων 
περιοχών που δεν αποτελούν 
πλήρη µοναδιαία τετράγωνα 
ούτε µετά την υποδιαίρεση της 
αρχικής τετραγωνικής µονάδας. Κάποιοι συνδύασαν 2, 3 ή 4 τέτοια «ελλιπή» 

Εικόνα 6.  Οι περιοχές που αγνοούνται και δεν λαµβάνονται υπόψη για τον υπολογισµό του 
τελικού εµβαδού 

 
Εικόνα 5.  Οι περιοχές που λαµβάνονται υπόψη για τον 

υπολογισµό του τελικού εµβαδού. 



τετράγωνα που κατά προσέγγιση δίνουν ένα µικρό µοναδιαίο τετράγωνο (βλ. εικόνα 
5). 

 Άλλοι όµως είχαν ως κριτήριο κατά την ενασχόλησή τους µε αυτά τα µη πλήρη 
µικρά µοναδιαία τετράγωνα, το αποτέλεσµα µιας σύγκρισης. Συνέκριναν το µέρος της 
επιφάνειας του µοναδιαίου τετραγώνου που καταλαµβάνει το σχήµα µε αυτό που 
περισσεύει. Αν το πρώτο ήταν µικρότερο του δεύτερου τότε το τετράγωνο 
αγνοούνταν και δεν λαµβανόταν καθόλου υπόψη για τον υπολογισµό του τελικού 
εµβαδού (βλ. εικόνα 6).  

Στη δεύτερη περίπτωση αυτή η απόκλιση από το πραγµατικό εµβαδόν ήταν 
µεγαλύτερη απ’ ότι στην πρώτη. 

 
∆υσκολίες κατά την παράλληλη µετατόπιση – περιστροφή. 
 

Κατά την εφαρµογή των δυο στρατηγικών οι µαθητές χρειάστηκε να µεταφέρουν 
περιοχές του ενός σχήµατος η «ελλιπή» τετράγωνα σε άλλες περιοχές και πολλές 
φορές µε διαφορετικό προσανατολισµό. Στην περίπτωση που η µετακίνηση αυτή 
αποτελούσε απλά µια παράλληλη µετατόπιση οριζόντια, κατακόρυφα ή και προς τις 
δυο διευθύνσεις τα πράγµατα φάνηκε να µη δυσκολεύουν ιδιαίτερα (όπως για 
παράδειγµα το καµπύλο µέρος του σχήµατος στην πρώτη δραστηριότητα). Υπήρξε 
όµως αποκαλυπτική η δυσκολία που αντιµετώπισαν οι µαθητές προκειµένου να 

περιστρέψουν κατά 90ο, 180ο ή 270ο προς τα δεξιά τη µετακινούµενη περιοχή ώστε 
να ταιριάζει ακριβώς στη νέα της θέση. Η δυσκολία αυτή ήταν ιδιαίτερα εµφανής στο 
περιβάλλον του εργαστηρίου όπου οι µαθητές έπρεπε να δηλώσουν στον υπολογιστή 
το είδος στροφής (βλ. εικόνα 7). Βέβαια αξίζει εδώ να αναφερθεί και µια δυσκολία 
την οποία δεν κοµίζουν οι δυο στρατηγικές αλλά το γεγονός ότι ένα λογισµικό δεν 
µπορεί να ικανοποιεί όλες τις επιθυµητές ενέργειες που θα θέλαµε να διαθέτει 
(Dagdilelis & Papadopoulos, 2004). Για παράδειγµα, σε κάποιες περιπτώσεις τα 
παιδιά εξέφρασαν την επιθυµία να πραγµατοποιήσουν µε τη βοήθεια του λογισµικού  
στροφή κατά συγκεκριµένο αριθµό µοιρών που να µην είναι πολλαπλάσιο του 90, 

 

 
Εικόνα 7.  ∆υσκολία κατά την επιλογή είδους περιστροφής  



πράγµα το οποίο δεν µπορούσε να τους προσφέρει το συγκεκριµένο λογισµικό (MS 
Paint).  

 

∆υσκολίες στη συγκράτηση και νοερή καταγραφή. 
 

Πρόκειται για τη δυσκολία που εξέφρασαν τα παιδιά στην προσπάθειά τους να 
διατηρούν νοερά τις µετακινήσεις των περιοχών (ποιο κοµµάτι πήγε που) και 
ταυτοχρόνως να πραγµατοποιούν τον µερικό υπολογισµό του εµβαδού µετά από κάθε 
τέτοια µετακίνηση έτσι ώστε να µην έχει παραλειφθεί κάτι στο τελικό αποτέλεσµα 
και/ή να µην έχει µετρηθεί δυο φορές το ίδιο. Η συγκεκριµένη δυσκολία αφορά µόνο 
στα παιδιά που δούλεψαν στο περιβάλλον της τάξης. Η πραγµατοποίηση αυτής της 
διαδικασίας στο εργαστήριο παρουσιάζει το πλεονέκτηµα ότι οι µαθητές έχουν τη 
δυνατότητα της οπτικοποίησης κάθε τους ενέργειας και έναν έλεγχο πάνω στο τι πάει 
που και ακόµη παραπάνω τη δυνατότητα αναίρεσης µιας λανθασµένης τους ενέργειας 
µέσα από τα εργαλεία αποκοπής, επικόλλησης, περιστροφής ή του διαφορετικού 
χρωµατισµού (Papadopoulos, 2004).  

 
∆υσκολία στη διάκριση µεταξύ πλέγµατος - σχήµατος. 
 

Η ένταξη των σχηµάτων µέσα στο πλέγµα έκανε για κάποιους µαθητές τα όρια 
µεταξύ σχήµατος και πλέγµατος ασαφή. Μερικοί απ’ αυτούς δυσκολεύτηκαν να 
ξεχωρίσουν µέσα στο µοναδιαίο τετράγωνο του πλέγµατος εκείνο το µέρος του που 
ανήκει στο σχήµα και κατά συνέπεια θα πρέπει να ληφθεί υπόψη στον υπολογισµό 
του εµβαδού. Αντ’ αυτού οι συγκεκριµένοι µαθητές κατά τη φάση της απαρίθµησης 
των πλήρων µοναδιαίων τετραγώνων περιελάµβαναν στην αρίθµησή τους και τα 
«ελλιπή» τετράγωνα ως πλήρη µε αποτέλεσµα να φτάνουν σε ένα αποτέλεσµα που 
ήταν πολύ µεγαλύτερο από το αναµενόµενο. Άλλοι, υπολόγισαν το εµβαδόν όλου του 
παραλληλογράµµου πλαισίου (όλο το πλέγµα µαζί µε το µη κανονικό σχήµα). 

 
Είναι οι στρατηγικές αυτές µονόδροµος; 
Κλείνοντας την ενότητα αυτή των δυσκολιών αξίζει να αναφερθεί το γεγονός πως 
υπήρξαν µαθητές που απέρριψαν και τις δυο στρατηγικές παρόλο που το γενικό 
πλαίσιο των δραστηριοτήτων τις υποδείκνυε σιωπηρά. Αντ’ αυτού προτίµησαν στην 
πρώτη δραστηριότητα να αναζητήσουν µέσα στο αρχικό σχήµα γνωστά τους 
υποσχήµατα, να εφαρµόσουν τύπους για τον υπολογισµό του εµβαδού τους και µε 
πρόσθεση να φτάσουν στο τελικό εµβαδόν. Την ίδια στρατηγική εφάρµοσαν και στη 
δεύτερη δραστηριότητα αφού πρώτα προηγήθηκε η αντικατάσταση των καµπύλων 
γραµµών µε ευθύγραµµα τµήµατα. 

Μια τέλος επίσης ιδιαίτερη αντιµετώπιση που αξίζει να µνηµονεύσουµε ήταν αυτή 
ενός µαθητή που προσπάθησε να βρει το εµβαδόν του µη κανονικού σχήµατος 
υπολογίζοντας το «συµπλήρωµά» του. Υπολόγισε στη δεύτερη δραστηριότητα το 
εµβαδόν όλου του πλέγµατος και στη συνέχεια προσπάθησε να υπολογίσει το 
εµβαδόν της περιοχής εκτός του σχήµατος, ώστε από την αφαίρεσή τους να προκύψει 
το εµβαδόν του νοµού, χωρίς να εφαρµόσει καµιά από τις δυο στρατηγικές. 

 



Συµπεράσµατα 
 

Σε αυτήν την εργασία παρουσιάσαµε δύο στρατηγικές επίλυσης προβληµάτων 
εµβαδού στη στοιχειώδη Γεωµετρία που στηρίζονται στην έννοια της διατήρησης του 
εµβαδού. Στην Ανάλυση σε δοµικές µονάδες, χωρίζουµε ένα επίπεδο σχήµα σε 
µικρότερα σχήµατα στη βάση ενός επαναλαµβανόµενου σχηµατικού µοτίβου που 
εκλαµβάνεται ως µονάδα. τότε το εµβαδόν ολόκληρου του σχήµατος ισούται µε το 
άθροισµα των εµβαδών των υποσχηµάτων που το απαρτίζουν. Στην Αποκοπή-
Επικόλληση αποκόβουµε, φυσικά ή νοερά, ένα µέρος του σχήµατος και το 
προσαρτούµε ξανά σε µια παρακείµενη περιοχή του, πράξη που µπορεί να 
επαναληφθεί πολλές φορές. Το αρχικό και το τελικό σχήµα θα έχουν το ίδιο εµβαδό.  

Οι µαθητές του δηµοτικού σχολείου που ήταν τα υποκείµενα στην έρευνά µας 
φάνηκε να αποδέχονται εύκολα την ιδέα της διατήρησης του εµβαδού που εµπλέκεται 
στις δύο αυτές στρατηγικές. Γι' αυτούς ήταν πιο σηµαντικό να αποφασίσουν πώς θα 
χειριστούν στην πράξη αυτές τις δύο στρατηγικές µε ακρίβεια και 
αποτελεσµατικότητα παρά πώς θα κάνουν συνειδητή χρήση της έννοιας της 
διατήρησης του εµβαδού που φάνηκε να τους είναι κατά κάποιο τρόπο προφανής. 
Έτσι στην εργασία αυτή εστιάσαµε την προσοχή µας στις όψεις της επίλυσης 
προβλήµατος που συνδέονται µε αυτές τις δραστηριότητες και εξετάσαµε σε ποιο 
βαθµό οι µαθητές είχαν την ευχέρεια να τις διαχειριστούν. 

Είχαµε µια ειδική περίπτωση ανάλυσης σε δοµικές µονάδες όπου τα σχήµατα των 
οποίων ζητούνταν το εµβαδόν ήταν σχεδιασµένα σε τετραγωνικό πλέγµα. Παρόλο 
που το συγκεκριµένο περιβάλλον των προβληµάτων περιορίζει την ελευθερία των 
µαθητών στη διαδικασία επίλυσης, καθώς σιωπηρά επιβάλλει µια συγκεκριµένη βάση 
για τη µέτρηση του εµβαδού, οι µαθητές επέδειξαν µια καθόλου ευκαταφρόνητη 
γκάµα προσεγγίσεων επίλυσης σ' αυτό το περιβάλλον. 

Οι προσεγγίσεις των µαθητών που εντοπίσαµε στην έρευνα πεδίου ήταν:  

Στην Ανάλυση σε δοµικές µονάδες: Α) Η εκλέπτυνση του πλέγµατος που επιτρέπει 
µια καλύτερη εκτίµηση του εµβαδού της προς µέτρηση περιοχής του επιπέδου µε την 
συνακόλουθη προσαρµογή της µονάδας µέτρησης. Β) Η προσέγγιση του καµπύλου 
περιγράµµατος της περιοχής µε ευθύγραµµα τµήµατα που επιτρέπει την καλύτερη 
διαχείριση των "ελλιπών τετραγώνων". Γ) Η εκτίµηση της συνεισφοράς στο εµβαδόν 
των "ελλιπών" τετραγώνων µε τον συνυπολογισµό αυτών που µε το µάτι φαίνεται να 
καλύπτουν πλέον του µισού ενός τµήµατος της περιοχής και την αντίστοιχη εξαίρεση 
αυτών που καλύπτουν λιγότερο του µισού. ∆) Η συγκέντρωση των "ελλιπών 
τετραγώνων" που µε το µάτι φαίνεται ότι το άθροισµα των εµβαδών τους δηµιουργεί 
µια τετραγωνική µονάδα. Στην εργασία σχολιάσαµε σε τι έκταση οι µαθητές 
ακολούθησαν αυτές τις προσεγγίσεις κατά αξιόπιστο τρόπο. 

Στην Αποκοπή-Επικόλληση οι µαθητές είχαν να εφαρµόσουν µια τεχνική που 
αποδείχθηκε εύκολα κατανοήσιµη από αυτούς αλλά απαιτούσε κάποιο σχεδιασµό για 
την αποτελεσµατική εφαρµογή της. Κάθε µία πράξη αποκοπής-επικόλλησης πρέπει 
να εκτιµηθεί στο πλαίσιο µιας ακολουθίας τέτοιων πράξεων µέσω των οποίων θα 
επιτευχθεί ο µετασχηµατισµός είτε σε µια περιοχή γεωµετρικά αναγνωρίσιµη, είτε σε 
µια περιοχή που το εµβαδόν της µπορεί εύκολα να υπολογιστεί. 

Αυτό συνεπάγεται τη δεξιότητα αυτού που είναι γνωστό στη διεθνή βιβλιογραφία ως 
executive control. Του πως δηλαδή στην ουσία ο µαθητής ελέγχει συνειδητά τη 
διαδικασία επίλυσης των δραστηριοτήτων. Στην έρευνά µας εντοπίσαµε ότι οι 



µαθητές υστερούν και στο να φέρνουν σε πέρας µεµονωµένες ενέργειες της 
αποκοπής-επικόλλησης αλλά και στον συντονισµό πολλαπλών εφαρµογών της. 

Οι δύο στρατηγικές αντανακλούν ενδιαφέρουσες λεπτές αποχρώσεις τόσο στην 
εξεικονιστική επιχειρηµατολογία, όσο και γενικά στην επίλυση προβλήµατος. 

Στην ανάλυση δοµικών µονάδων όταν κανείς απαριθµεί τα τετράγωνα του πλέγµατος 
στο οποίο έχει σχεδιασθεί µια περιοχή δεν την µεταβάλλει µε τα υπολογιστικά µέσα. 
Όµως µε την αποκοπή-επικόλληση η περιοχή µετασχηµατίζεται. Εποµένως, όσον 
αφορά την εξεικόνιση στην πρώτη περίπτωση ο λύτης σέβεται την αρχική εικόνα, στη 
δεύτερη η εκτίµηση του εµβαδού εξαρτάται από τον µετασχηµατισµό της. 

Όσον δε αφορά γενικά στην επίλυση προβλήµατος η κατάσταση υποδεικνύει τη 
διαφοροποίηση µεταξύ της χρησιµοποίησης ενός εργαλείου που αναλύει άµεσα ένα 
σύστηµα (στην Ανάλυση σε δοµικές µονάδες) και του µετασχηµατισµού ενός 
συστήµατος σε ένα άλλο, µέσω της επίκλησης της γνώσης της διατήρησης του 
εµβαδού στην αποκοπή-επικόλληση, για να λυθεί το πρόβληµα. Οι γνωστικές και 
µεταγνωστικές διαστάσεις αυτών των δύο προοπτικών πρέπει να εξετασθούν 
περαιτέρω και στο γεωµετρικό πλαίσιο αυτής της εργασίας αλλά και σε ευρύτερο 
πλαίσιο. 
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