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Περίληψη 
Στην εργασία που ακολουθεί υποστηρίζεται ότι το θεωρητικό πλαίσιο των πολλαπλών 
(εξωτερικών) συστηµάτων αναπαράστασης και της εναλλαγής-µετάφρασης από το ένα σύστηµα 
στο άλλο, µπορεί να βοηθήσει στην κατανόηση βασικών εννοιών του Απειροστικού Λογισµού. 
Η ιδέα αυτή υλοποιείται πάνω σε ένα παράδειγµα-γεννήτορα (generic), το οποίο φιλοδοξεί 
κατά κάποιο τρόπο να συµβάλλει στην τρέχουσα αλλαγή παραδείγµατος (κατά T. Kuhn) στον 
τοµέα της διδασκαλίας της µαθηµατικής ανάλυσης µε τη βοήθεια υπολογιστικών µέσων. Το 
µαθηµατικό περιεχόµενο του παραδείγµατος βρίσκεται στην ιδέα της προσέγγισης της εκθετικής 
συνάρτησης, µέσω της παραγώγου, από µια γεωµετρική πρόοδο και στη συνέχεια από µια 
ακολουθία πολυωνυµικών συναρτήσεων. Η αφετηρία βρίσκεται σε µια ολιστική (global) 
συνθήκη για την αρχική συνάρτηση και η πορεία βασίζεται στον επαγωγικό συλλογισµό. Οι 
παραπάνω προσεγγίσεις µπορούν να κατασκευαστούν αυστηρά γεωµετρικά µε χρήση και µόνο 
της αρχαίας µεθόδου του γνώµονα. Η κατάλληλη υλοποίηση του θέµατος βασίστηκε στην 
υποστήριξη από το λογισµικό AUTOGRAPH 3.0, το οποίο επιτρέπει ενεργό χειρισµό 
παραµέτρων µέσα σε τύπους συναρτήσεων που παριστάνονται γραφικά, συνδυασµό 
στοιχειώδους γεωµετρίας και αναλυτικών µεθόδων πάνω στην ίδια οθόνη γραφικών, 
δυνατότητα ουσιαστικής αλληλεπίδρασης ανάµεσα στο χρήστη και το πρόγραµµα 
µεταβάλλοντας τις παραµέτρους µε αποτέλεσµα την ενεργό οπτική αναπαράσταση κίνησης 
(animation) και τέλος κάποια συγκεκριµένη βάση για τη διατύπωση και τον έλεγχο εικασιών. 
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Εισαγωγή 
Η µελέτη βασίζεται στη θεωρία των πολλαπλών αναπαραστάσεων. Παραθέτει µια 
βάση για την υποστήριξη της δυνατότητας εναλλαγής–µετάφρασης (translation) 
ανάµεσα σε αναπαραστάσεις, µέσα σε ένα πλαίσιο, το οποίο στη γενικότερη 
περίπτωση περιέχει Λεκτική, Αλγεβρική, Αριθµητική και Γραφική αναπαράσταση.  
Στη µαθηµατική εκπαίδευση, η διαθεσιµότητα και το ενδιαφέρον για µαθησιακά 
εργαλεία τεχνολογίας, όπως ο υπολογιστής ή ο µικροϋπολογιστής γραφικών   
συνεχίζουν να αναπτύσσονται και να δηµιουργούν προκλήσεις σε σχέση µε τη 
διδασκαλία και τη µάθηση των µαθηµατικών. Όπως έχει τονίσει και ο Kaput (1992), 
αυτές οι νέες τεχνολογίες ανασταίνουν “παλιές ερωτήσεις εποχής” που αφορούν σε 
εκπαιδευτικούς στόχους και κατάλληλες παιδαγωγικές στρατηγικές, σε πεποιθήσεις 
για τη φύση του υποκείµενου υλικού, τη φύση αυτών που µαθαίνουν, καθώς και της 
µάθησής τους. Η ανάπτυξη στην τεχνολογία των υπολογιστών, τόσο στον τοµέα των 
υλικών (Hardware) και πολύ περισσότερο σε αυτόν του λογισµικού (Software), 
παρέχει επιπλέον δυνατότητες αξιοποίησης µέσω της υλοποίησης εξωτερικών 



αναπαραστάσεων µαθηµατικών εννοιών, ειδικά στη διαδικασία της µάθησης 
προχωρηµένων µαθηµατικών. Έτσι αυτές µπορούν να παρουσιάζονται µε ένα 
προσιτό τρόπο, µέσω µιας προσέγγισης µε έµφαση στη χρήση πολλαπλών 
αναπαραστάσεων. 
Στην εργασία που ακολουθεί γίνεται µια προσπάθεια παρέµβασης µέσω των 
εξωτερικών συστηµάτων αναπαράστασης των µαθητών/τριών µε τη βοήθεια και του 
υπολογιστή. Η διαπραγµάτευση πολλαπλών εξωτερικών συστηµάτων και η ανάπτυξη 
ενός «δικτύου-πλέγµατος συνδέσεων» ανάµεσα σε αυτά, όπως αναφέρεται και στη 
σχετική βιβλιογραφία (Kaput, 1992, 1999; Γαγάτσης  et al, 2000), σαφώς επιδρά στη 
δοµή των εσωτερικών συστηµάτων αναπαράστασης αυτών που µαθαίνουν. 
Όπως ισχυρίζεται η Dunham (2000), απαιτείται να γίνουν µελέτες για να 
διερευνήσουν τον τρόπο χρήσης του υπολογιστή από τον εξατοµικευµένο µαθητή-
φοιτητή, προς αναζήτηση απαντήσεων πάνω σε διάφορα σχετικά ερωτήµατα όπως τι 
είδους µαθητές χρησιµοποιούν τον υπολογιστή, πώς τον χρησιµοποιούν, και πότε τον 
χρησιµοποιούν και για ποιο ακριβώς είδος δραστηριοτήτων. Λίγες µέχρι τώρα 
µελέτες σε αυτή τη σφαίρα εξετάζουν πώς χρησιµοποιείται ο υπολογιστής από 
µαθητές (για παράδειγµα ως εργαλείο εξερεύνησης, για σκοπούς επικύρωσης και/ή 
για γραφικές ή αριθµητικές αναπαραστάσεις). Επιπλέον ακόµα και αν αρκετά από τα 
αναµορφωµένα αναλυτικά προγράµµατα για το λογισµό πράγµατι ενσωµατώνουν 
αυτό το είδος πολυ-αναπαραστατικής καθοδήγησης (NCTM Standars, 2000), η 
ακόλουθη µοντελοποίηση τέτοιων προσεγγίσεων όπως χρησιµοποιούνται από 
µαθητές-φοιτητές µε εµπειρία και πρόσβαση σε υπολογιστή δεν βρίσκεται πάντα στο 
στόχαστρο της εξέτασης. Ως εκ τούτου η µελέτη που ακολουθεί συµπεριλαµβάνει µια 
ενδο-µαθηµατική δοµή Προβλήµατος-Παραδείγµατος, το οποίο ανάµεσα στις 
διάφορες έννοιες που προτείνει προς διαπραγµάτευση στους µαθητές, περιέλαµβάνει 
και αυτές του ορίου και της παραγώγου κάνοντας χρήση µιας οικογένειας 
συναρτήσεων (για την ακρίβεια δι-παραµετρικής ως προς h  και k ), µε βάση τη 
συνάρτηση xexf =)(  (και γενικότερα kxeaxf ⋅=)( ). Η τελευταία ανήκει σε εκείνη 
την κατηγορία των συναρτήσεων, µε τις οποίες οι µαθητές έχουν αποκτήσει µερική 
µόνον εξοικείωση, χωρίς να την έχουν συνδέσει µε τις έννοιες της γεωµετρικής 
προόδου, του ορίου και της παραγώγου, τόσο σε σχολικό επίπεδο, όσο και σε αυτό 
του Απειροστικού Λογισµού II. 
Μέσα στους βασικούς στόχους της µαθηµατικής εκπαίδευσης-καθοδήγησης σε 
οποιοδήποτε επίπεδο βρίσκεται και η παροχή υποστήριξης προς τους µαθητές-
φοιτητές  για την µε επακριβή τρόπο δοµική κατασκευή εµπλουτισµένων νοητικών 
εικόνων εννοιών (concept-images) και κατανοήσεων από αυτούς. Και εάν η ισχύς 
αυτών των εικόνων προσµετράται από την οπτική απεικόνιση και το «πλέγµα 
συνδέσεων» των πολλαπλών αναπαραστάσεων (λεκτικής, αριθµητικής, αλγεβρικής, 
γραφικής), τότε ο ρόλος του υπολογιστικού µέσου και ο τρόπος µε τον οποίο αυτό 
επιδρά πάνω στη διαδικασία, µέσω της οποίας οι µανθάνοντες αναπτύσσουν αυτές τις 
αναπαραστάσεις των εννοιών, καθίσταται εξαιρετικά σηµαντικός. 
 
Θεωρητικό πλαίσιο 
Η ιστορική πορεία                                                                                                                                        
Ο όρος Παράδειγµα (paradigm), όπως ετέθη από τον T. Kuhn (1962, 1970) µετά την 
πρώτη έκδοση της ∆οµής των Επιστηµονικών Επαναστάσεων και υπό το βάρος των 
κριτικών ως προς ορισµένα σηµεία εννοιολογικής ασάφειας, έχει χρησιµοποιηθεί 
κυρίως µε δύο έννοιες : 



α) Αντιστοιχεί στο σύνολο των πεποιθήσεων, µεθόδων, τεχνικών κ.λ.π. που 
ασπάζεται µια επιστηµονική κοινότητα (η σφαιρική έννοια του όρου). 
β)Παραπέµπει σε ένα ειδικό στοιχείο αυτού του συνόλου, τις παραδειγµατικές λύσεις 
συγκεκριµένων προβληµάτων, που χρησιµοποιούνται ως πρότυπα από την κοινότητα 
(µια έννοια που πλησιάζει στη νεοελληνική έννοια της λέξης «παράδειγµα»). 
Με αυτό το χαρακτήρα του όρου «Παράδειγµα» και υπό το βάρος αφενός µεν των 
ερευνητικών αποτελεσµάτων που δείχνουν ιδιαίτερες δυσκολίες στην κατανόηση 
θεµελιωδών εννοιών του απειροστικού λογισµού, αφετέρου δε της θεωρητικής και 
τεχνολογικής εξέλιξης στο πεδίο της ∆ιδακτικής των Μαθηµατικών, δεν θα ήταν 
παράλογο να αποδεχθούµε την ύπαρξη τουλάχιστον κάποιων ενδείξεων για την 
επιχειρούµενη κατά την εποχή µας πορεία αλλαγής επιστηµονικού Παραδείγµατος 
στο αντίστοιχο πεδίο.  

Το Παράδειγµα –Γεννήτορας (generic) :  
Ο όρος generic χρησιµοποιείται για να δηλώσει ταυτόχρονα ‘κοινό και βασικό’. Ένα 
παράδειγµα-γεννήτορας αναπαριστά µια κατάσταση  που θα µπορούσε να αποτελεί 
ένα γενικό µέρος µιας δεδοµένης δραστηριότητας, σε αντίθεση µε την αναφορά σε ή 
την απαίτηση για εξειδικευµένα δεδοµένα ως προς αυτή τη δραστηριότητα. Είναι 
βασικό µε την έννοια ότι αποτελεί ένα απλό παράδειγµα που απεικονίζει 
επεξηγηµατικά το περιεχόµενο του κειµένου και είναι κοινό γιατί δυνητικά µπορεί να 
τροφοδοτήσει (διδάσκοντες ή/και διδασκόµενους/νες) µε τη γένεση άλλων 
παραδειγµάτων που µοιράζονται το κοινό πεδίο που καθορίζεται από τα 
χαρακτηριστικά της υπό µελέτη έννοιας (Yerushalmy, 2005). 
Η πεποίθηση ότι το Παράδειγµα δεν αποτελεί παρά µόνο µια αρχική διατύπωση 
υποκείµενη σε δυνητικές αλλαγές και διαψεύσεις (Lacatos, 1976) χρησιµοποιώντας 
µια καλά ορισµένη δοµή, κατά κάποιο τρόπο διευκολύνει την πολυπλοκότητα της 
επιλογής ενός αρχικού παραδείγµατος. Εντούτοις η επιλογή του παραδείγµατος που 
εµφανίζεται πρώτο διατηρεί πάντα ισχυρή ενέργεια κατά την αλληλεπίδραση µε τις 
νοητικές κατασκευές. Η γενική µας µεθοδολογική στρατηγική είναι να αρχίσουµε µε 
ένα απλό παράδειγµα που δεν αρκείται σε µια άµεση απάντηση, αλλά που θα 
βοηθούσε στο να τεθούν κάποια πλαίσια διαπραγµάτευσης. 
Τέλος την έννοια του θεωρητικού πλαισίου, όπως διατυπώνεται στη διδακτορική 
διατριβή της Marrongelle (2001) την περιγράφει ο Maxwell (1996) ως: Μία 
τυποποίηση αυτού που νοµίζουµε ότι συµβαίνει σε σχέση µε τα φαινόµενα που 
µελετούµε, µια θεωρία υπό διερεύνηση ως προς το τι συµβαίνει και για πιο λόγο. Η 
λειτουργία αυτής της θεωρίας είναι παροχή πληροφοριών στο µέρος του σχεδιασµού 
που υπολείπεται, να βοηθήσει στον προσδιορισµό των στόχων, την ανάπτυξη και την 
επιλογή σχετικών ερευνητικών ερωτήσεων και µεθόδων και να αναγνωρίσει τις 
δυνατές απειλές-αµφισβητήσεις ως προς την αξιοπιστία των συµπερασµάτων µας. 

Οι όροι Αναπαράσταση και Σύστηµα Αναπαράστασης 
Ως προς την έννοια της αναπαράστασης, αν και οι συµπεριφοριστές θα επιθυµούσαν 
διακαώς να απαλλαγούν από αυτή (Vergnaud, 1998), εντούτοις υπάρχουν δύο 
τουλάχιστον απλοί λόγοι που συνηγορούν στη θεώρησή της ως σηµαντικής για 
επιστηµονική µελέτη : Αφενός µεν όλοι µας έχουµε την εµπειρία αναπαραστάσεων 
ως ένα χείµαρρο εσωτερικών εικόνων, χειρονοµιών και λέξεων, αφετέρου δε οι λέξεις 
και τα σύµβολα που χρησιµοποιούµε για την επικοινωνία δεν αναφέρονται άµεσα 
στην πραγµατικότητα, παρά σε αναπαριστανόµενες οντότητες. 
Τόσο οι εξωτερικές αναπαραστάσεις (που αντιστοιχούν στο επίπεδο του 
σηµαίνοντος) και είναι υλικά σηµειωτικά συστήµατα, όσο και οι εσωτερικές (που 
αντιστοιχούν στο επίπεδο του σηµαινόµενου) και αποτελούν υποτιθέµενες νοητικές 



κατασκευές θεωρούνται οργανωµένες στα αποκαλούµενα συστήµατα αναπαράστασης 
(Goldin and Shteingold, 2001). Αυτά αποτελούν πολιτισµικά τεχνήµατα (artifacts) 
που δεν µπορούν να διαχωριστούν από αυτό που κανονικά αποκαλούµε «το 
µαθηµατικό τους περιεχόµενο» (Γαγάτσης και Σπύρου, 2004).  
Η ανωτέρω διάκριση εσωτερικών-εξωτερικών συστηµάτων κατά κανένα τρόπο δεν 
θα πρέπει να παραπέµπει σε κάποιο φιλοσοφικό δίπολο του τύπου πνεύµα-ύλη, αλλά 
µάλλον στη αντίστοιχη διάκριση ανάµεσα στους όρους ‘εικόνα της έννοιας’ (concept-
image) και ‘ορισµός της έννοιας’ (concept-definition) (Tall and Vinner,1981; Vinner 
and Dreyfus, 1989), όπως υπογραµµίζει η Edwards (1998), µε τον πρώτο όρο να 
ορίζεται ως η συνολική γνωστική δοµή που συνδέεται µε την έννοια και περιλαµβάνει 
όλες τις νοητικές εικόνες και τις συνδεόµενες µε αυτήν ιδιότητες και διαδικασίες. 
Είναι γενικότερα αποδεκτή από τους ερευνητές η ύπαρξη ισχυρής αλληλεπίδρασης 
ανάµεσα στα συστήµατα εξωτερικών και εσωτερικών αναπαραστάσεων, καθώς τα 
εξωτερικά επηρεάζουν στη διαµόρφωση των εσωτερικών, ενώ αυτά µε τη σειρά τους 
βρίσκουν τη φυσική τους έκφραση-υλοποίηση (instantiation) µέσω των εξωτερικών. 
Ανάµεσα στα πολλά ερωτήµατα που µπορούν να διαµορφωθούν σε σχέση µε τον όρο 
‘Αναπαράσταση’, τόσο από την επιστηµολογική-φιλοσοφική όσο και από την 
ψυχολογική θεώρηση, µερικά που σχετίζονται µε το θέµα µας είναι : Ποια η διαφορά 
στην εµπειρία ανάµεσα σε µια εσωτερική και µία εξωτερική αναπαράσταση; Η 
εξωτερική αναπαράσταση διαµορφώνεται σε προσωπικό ή σε κοινωνικό επίπεδο ή 
και στα δύο; Τι είδους αλληλεπίδραση (τόσο σε οριζόντιο όσο και σε κατακόρυφο 
επίπεδο) διαµορφώνεται για  εσωτερικά-εξωτερικά συστήµατα αναπαραστάσεων; 
Η µετάφραση ή εναλλαγή (translation) ανάµεσα σε αναπαραστάσεις 
(Janvier,Girardon & Morand, 1993) είναι το αποτέλεσµα του φαινοµένου της 
συνωνυµίας (δύο διαφορετικές εξωτερικές αναπαραστάσεις αντιστοιχούν στην ίδια 
εσωτερική). 
Οι Goldin και Shteingold (2001) ως προς τη σχέση αναπαραστάσεων και 
κατανόησης, διαβεβαιώνουν ότι η εννοιολογική κατανόηση συνίσταται στη δύναµη 
και την ευελιξία των εσωτερικών αναπαραστάσεων, συµπεριλαµβανοµένου και του 
πλούτου των σχέσεων-διασυνδέσεων ανάµεσα στα διάφορα είδη αναπαραστάσεων.  
Τα υπολογιστικά µέσα ως διανοητικά εργαλεία (Kaput, 1999) µέσα στην 
επιστηµολογία του κονστρουκτιβισµού παρέχουν τη δυνατότητα : 
α) Εναλλαγής ανάµεσα σε συστήµατα εξωτερικών αναπαραστάσεων. 
β) Ισχυροποίησης των γνωστικών δοµών των µανθανόντων ώστε να σχεδιάζουν τις 
δικές τους γνωστικές αναπαραστάσεις αντί να απορροφούν αδιαµαρτύρητα τις 
αναπαραστάσεις που κάποιοι άλλοι έχουν συλλάβει εκ των προτέρων για αυτούς. 
γ) Παροχής ισχυρής υποστήριξης για βαθιά αναστοχαστική δράση που είναι 
απαραίτητη για τη νοηµατικά εµπλουτισµένη µάθηση. 

Από τον κανόνα των τριών στον κανόνα των τεσσάρων 
 Το κίνηµα για την αναµόρφωση του λογισµού όπως προκύπτει και από τις προτάσεις 
για τα NCTM Standars 2000 (Jones, 1998), δίνει έµφαση στην προσπάθεια να 
εξισορροπήσουν οι 
ικανότητες των µαθητών 
στη χρήση και την 
ερµηνεία πληροφορίας σε 
αριθµητική, γραφική και 
συµβολική µορφή µε την 
ίδια ευκολία. Το αρχικό                                              Εικόνα 1 
έναυσµα αυτής της ιδέας ήταν «Ο Κανόνας των Τριών», σύµφωνα µε τον οποίο κάθε 
θέµα µπορεί να παρουσιαστεί γεωµετρικά, αριθµητικά και αλγεβρικά (Εικόνα 1α). 

 



Ένα παραδοσιακό αναλυτικό πρόγραµµα για τα µαθηµατικά θα µπορούσε να 
µελετήσει και να αναπτύξει αλγορίθµους που διευκολύνουν τις µονόδροµες (!) 
σχέσεις που υποδεικνύονται από τις παρακάτω διαδροµές του σχήµατος της Εικόνας 
1(α), ανάµεσα στις τρεις µορφές αναπαραστάσεων. 
Αρκετές δεξιότητες αναπτύσσονται µε στόχο είτε τον υπολογισµό αριθµητικών 
δεδοµένων όταν δίνεται ένας τύπος µε σύµβολα, είτε τη σχεδίαση µιας γραφικής 
παράστασης που συνδέεται µε αυτό τον τύπο. Επίσης υπάρχουν ασκήσεις για την 
εξαγωγή αριθµητικών πληροφοριών από τη γραφική παράσταση ή τη γραφική 
παράσταση αριθµητικών δεδοµένων. Πράγµατι ο πλούτος της διπλής διαδροµής 
(Γραφική↔Αριθµητική) έχει ενισχυθεί µε νέες τεχνολογίες (π.χ. µικροϋπολογιστής 
γραφικών) και την καλπάζουσα προσπάθεια για εισαγωγή τεχνικών µε γραφικά και 
στρατηγικών στην περιγραφική στατιστική  . Η ανάλυση παλινδρόµησης (Regression 
analysis) που είναι διαθέσιµη στη νέα γενιά υπολογιστών, µπορεί να εµπλέξει τους 
µαθητές ώστε επίσης να εφαρµόσουν τη µετάβαση από την αριθµητική ή τη γραφική 
µορφή στη συµβολική. 
Καθώς η αναµόρφωση του λογισµού πέρασε στην επόµενη φάση της και σε 
συµφωνία µε τα NCTM Standards του 2000, µια νέα εστίαση πάνω στη µαθηµατική 
γραφή έκανε την εµφάνισή της µε προφανή τρόπο. Τα γραπτά κείµενα για τη µάθηση 
των µαθηµατικών, µαθηµατικά περιοδικά και γραπτές αναφορές έγιναν αντικείµενα 
κοινής χρήσης στα µαθήµατα των µαθηµατικών. Ήταν προφανές ότι «Ο Κανόνας των 
Τριών» είχε πράγµατι µετατραπεί στον «Κανόνα των Τεσσάρων» : Κάθε θέµα οφείλει  
να παρουσιαστεί αριθµητικά, γραφικά, συµβολικά και λεκτικά. 
Αυτή η νέα θεώρηση παρουσιάζεται µε τη βοήθεια ενός τρισδιάστατου διαγράµµατος 
(τετραέδρου) που δείχνει τις έξι αµφίδροµες(!!) διαδροµές της Εικόνας 1(β). 
Κατά την παραδοσιακή διδασκαλία των µαθηµατικών, αναµένεται από τους µαθητές 
να ερµηνεύσουν τη διαδροµή Λεκτική→  Συµβολική (τα σαφώς προτιµούµενα 
προβλήµατα-ιστορίες). Στις µέρες µας αποδίδεται εξίσου σηµαντική έµφαση στη 
λεκτική ερµηνεία και εξήγηση - και οι δύο επεξηγούν την απόκριση στο πρόβληµα 
(απάντηση στην ερώτηση του προβλήµατος µε µια πρόταση σε φυσική γλώσσα) και 
τη µεθοδολογία επίλυσης προβλήµατος που χρησιµοποιείται από το µαθητή. 
Η εξοικείωση και µε τις έξι αµφίδροµες διαδροµές (1)-(6) παρέχει δυνατότητες για 
πληρέστερη κατανόηση της υπό µελέτη έννοιας. Οι ασκήσεις και τα προβλήµατα που 
δίδονται θα πρέπει να ισορροπούν ανάµεσα σε διάφορες παραµέτρους, ώστε να 
αναπτύσσουν και να ισχυροποιούν δεξιότητες µετάβασης από κάθε κορυφή του 
τετραέδρου σε κάθε µια άλλη. Οι µαθητές θα πρέπει να συνειδητοποιήσουν αυτή τη 
δοµή και να είναι ικανοί να καθορίσουν ποια διαδροµή χρησιµοποιεί µια άσκηση ή 
ερώτηση. Η σύγχρονη βιβλιογραφία υποστηρίζει ότι όταν οι αναπαραστάσεις 
εφαρµόζονται σε αντιθετικά ζεύγη επιτυγχάνεται καλύτερη κατανόηση. 
Η Ευκλείδεια κατασκευή που ακολουθεί και υλοποιείται µε τη βοήθεια του 
λογισµικού AUTOGRAPH 3.0 επιτρέπει, όπως σηµειώνει ο Hedegus (2004), µια 
σηµειωτική διαµεσολάβηση (Pea, 1993; Brousseau, 1997) ανάµεσα στο αντικείµενο 
και το χρήστη, ο οποίος προσπαθεί να αποδώσει νόηµα στο προϋπάρχον σενάριο. 
 
Το Παράδειγµα - Η έννοια της προσέγγισης :           
Από τη γεωµετρική πρόοδο στην εκθετική συνάρτηση µέσω της 
παραγώγου µε τη βοήθεια της αποκαλούµενης µεθόδου του Euler 
Συνοπτική περιγραφή  και Στόχοι – Κύρια σηµεία   



Τα ακόλουθα κύρια σηµεία, χωρίς απαραίτητα να τηρείται η γραµµική παράθεση, 
βρίσκονται µέσα στους βασικούς στόχους επεξεργασίας του προβλήµατος που 
ακολουθεί : 
-Οι προηγούµενες τυπικές γνώσεις των µαθητών (γεωµετρική πρόοδος, εκθετική 
  συνάρτηση, µαθηµατική επαγωγή, όριο, παράγωγος, γραµµική προσέγγιση) 
-Μια ολιστική (global) συνθήκη που δίδεται λεκτικά για µια συνάρτηση g  (η οποία 
εκφράζει κάποια µεταβολή) και είναι ότι ο ρυθµός µεταβολής της κάθε στιγµή είναι 
πάντα ίσος µε (ή γενικότερα ανάλογος προς) την αντίστοιχη τιµή της συνάρτησης 
-Η τοπική γραµµική προσέγγιση µέσω της παραγώγου καθώς και η ‘ολιστική’ 
προσέγγιση µιας συνάρτησης 
-Η καθαρά γεωµετρική κατασκευή µε τη βοήθεια της αρχαίας µεθόδου των γνωµόνων 
-Ο επαγωγικός συλλογισµός 
-Η γραφική υλοποίηση - παρέµβαση µέσω του λογισµικού AUTOGRAPH 3.0 µε 
δυνατότητα χειρισµού των παραµέτρων 
-Η αλγεβρική επεξεργασία και η σύνδεσή της µε τη γραφική αναπαράσταση 
-Η επικύρωση της δεδοµένης συνθήκης µέσω οριακών διαδικασιών 
-Η συµβολή του υπολογιστικού µέσου τόσο στην εναλλαγή-µετάφραση ανάµεσα στα 
διάφορα συστήµατα αναπαράστασης, όσο και στη διατύπωση και τον έλεγχο 
εικασιών 

∆ιαπραγµάτευση – Επεξεργασία - Υλοποίηση 
Από τη µετάφραση της λεκτικής περιγραφής σε αλγεβρική αναπαράσταση προκύπτει 
η σχέση '( ) ( )g x g x=  (ή γενικότερα '( ) ( )g x k g x= ⋅ ). Θα προχωρήσουµε 
αποδεχόµενοι και  µια επιπλέον αρχική συνθήκη όπως η (0) 1g =  (ή γενικότερα 

(0)g a= ). Για διευκόλυνση στους υπολογισµούς  
και τις απαιτήσεις τις γραφικής παράστασης θα 
συνεχίσουµε µε τις απλούστερες από αυτές. 
Στο πρώτο βήµα για την προσέγγιση µπορούµε 
να οδηγηθούµε µέσω της γραφικής 
αναπαράστασης, όπως φαίνεται (Εικόνα 2) και 
στο  µικτόγραµµο τρίγωνο µε κορυφές τα σηµεία 

)1,(),1,0( hh +ΒΑ  και ( , ( ))h g hΓ , όπου για h  κοντά            Εικόνα 2                                              
στο 0  (και θετικό) µπορούµε να θεωρήσουµε ότι τα σηµεία Β και Γ σχεδόν 
ταυτίζονται, µε την εφαπτοµένη να αποτελεί τη γραµµική προσέγγιση της καµπύλης 
στην περιοχή του 0x =  
Η αντίστοιχη αλγεβρική-αναλυτική αναπαράσταση, ερµηνεύοντας τον παράγωγο 
αριθµό στο 0  ως όριο, όπου για h  πάρα πολύ µικρό και θετικό ( 0h +→ ) µπορούµε 

να θεωρήσουµε ότι 
0

( ) (0) ( ) (0)'(0) lim
h

g h g g h gg
h h→

− −
= ≈  και άρα  

η 
' (0) 1

( ) (0) '(0) (1 ) (0) 1
g g g

g h g g h h g h
= =

≈ + ⋅ = + ⋅ = +   
επικυρώνει το συµπέρασµα της προηγούµενης εικόνας. 
Τον τρόπο κατασκευής του σηµείου µε συντεταγµένες 
( , (1 ) (0))h h g+ ⋅  και εδώ ( ,1 )h h+  αφού (0) 1g = , δίνει 
το ακόλουθο σχήµα (Εικόνα 3) που βασίζεται στην 
αρχαία µέθοδο του γνώµονα, και υλοποιείται αλγεβρικά 
µε τη σχέση  εµβαδών ( 1) (0) 1 ( )h g g h+ ⋅ = ⋅                                          Εικόνα 3                                         
Με τη βοήθεια του γενικού τύπου της παραγώγου παίρνουµε αρχικά τον γενικό 
προσεγγιστικό-αναδροµικό τύπο : 



( ) '( ) ( )g x h g x h g x+ ≈ ⋅ + ( ) ( ) ( 1) ( )g x h g x h g x= ⋅ + = + ⋅  
Επαγωγικά για ,...4,3,2,2, hhhhhx =  έχουµε  

2(2 ) ( 1) ( ) ( 1)g h h g h h= + ⋅ = +  
................................................. 

                ( ) ( 1) (( 1) ) ( 1)ng nh h g n h h= + ⋅ − = +    (Σ) 
Η τελική κατασκευή που προκύπτει από τη σύνθεση και την επαγωγική εφαρµογή 
των παραπάνω (για τη 
γενικότερη περίπτωση όπου 

'( ) ( )g x k g x= ⋅ ) µαζί µε τη 
γραφική παράσταση της 
συνάρτησης ( ) k xx e ⋅=  
παρουσιάζεται στην διπλανή  
Εικόνα4. Υποδείξεις για το 
χειρισµό αυτής της 
τελευταίας αναπαράστασης 
δίδονται στην παράγραφο της 
Συζήτησης που θα ακολουθήσει.                                  Εικόνα 4  
Στη συνέχεια επανερχόµαστε στην περαιτέρω επεξεργασία της αλγεβρικής 
αναπαράστασης : 

Χωρίζουµε το διάστηµα ]1,0[  σε n  ίσα τµήµατα πλάτους 1h
n

= , ( )1=⋅ nh . 

Και έτσι από την παραπάνω σχέση (Σ) προκύπτει 1(1) (1 )ng
n

= +   

Με 
n

h 2
=  είναι 2(2) (1 )ng

n
= +  

Και γενικότερα µε  
n
mh =   έχουµε  ( ) (1 )nmg m

n
= +  . 

Υπενθυµίζουµε ότι όλα τα παραπάνω συµπεράσµατα ισχύουν αν το h  είναι πάρα 
πολύ µικρό, δηλαδή όταν 0→h  ή +∞→n , συνεπώς στην τελευταία σχέση  

ουσιαστικά υποκρύπτεται το n

n n
x )1(lim +

+∞→
. 

Η προσθήκη της παραµετρικής οικογένειας συναρτήσεων ( ) (1 )n
n

xg x
n

= + στην 

προηγούµενη γραφική αναπαράσταση της Εικόνας4 δίνει µια άλλη ποιότητα 
προσέγγισης (συνεχούς αυτή τη φορά) για την εκθετική συνάρτηση, η οποία µπορεί 
επίσης να µελετηθεί µε τη βοήθεια του Constant Controller του λογισµικού 
AUTOGRAPH 3.0 για τις διάφορες τιµές του n . Ένα στιγµιότυπο παρουσιάζεται 
στην Εικόνα 5 : 

 
Εικόνα 5 



Η παραγώγιση της οικογένειας συναρτήσεων ( ) (1 )n
n

xg x
n

= +  µε το n → +∞  

επικυρώνει κατά κάποιο τρόπο την δοθείσα συνθήκη 
'( ) ( )g x g x= , µε την οποία ξεκινήσαµε. Τέλος η 

γραφική παράσταση της διαφοράς 
)1()( +−=∆ xex x και ο συσχετισµός της µε τη γραφική 

αναπαράσταση της παραµετρικής οικογένειας των 
παραβολών 2xay ⋅= , µπορεί να οδηγήσει στην εικασία  :               Εικόνα 6 

)(x∆ ~
2

2x  κοντά στο 0 (Εικόνα 6).          

Συζήτηση 
Η χρήση του λογισµικού                                                                                                                               
Στο πρόγραµµα, µε τη βοήθεια ενός πολύ απλού µηχανισµού, του Constant 
Controller, ο µαθητής µπορεί να µεταβάλλει τις τιµές των παραµέτρων k  και h  ( ή 
και να δει σε animation) σε διάστηµα και µε βήµα, τα οποία καθορίζει ο ίδιος, έτσι 
ώστε µε τη βοήθεια υποδείξεων του διδάσκοντα να παρατηρήσει ότι : 
Μεταβάλλοντας το h  για τιµές πολύ κοντά στο 0 και στη συνέχεια µεγαλύτερες, 
ακόµη και κοντά στο 1, οι προσεγγίσεις της xkey ⋅= , ενώ για πολύ µικρές τιµές του h  
είναι πάρα πολύ καλές, αρχίζουν να αποµακρύνονται όλο και περισσότερο, καθώς το 
h  µεγαλώνει. 
Η µεταβολή του k  καθορίζει τη µορφή της καµπύλης xkexf ⋅=)(  (µπορεί να γίνει 
ακόµη και ευθεία για 0=k )  και ταυτόχρονα σαφώς επηρεάζει την ποιότητα της 
προσέγγισης, αφού όσο µεγαλώνει το k , αυξάνονται και οι διαφορές των τιµών 

),...4(),3(),2(),( hfhfhfhf  από τις προσεγγιστικές τιµές της g που παίρνουµε για 
,...4,3,2, hhhh  µέσω της γεωµετρικής προόδου. 

Τα Πλεονεκτήµατα                                                                                                                                       
Τα ακόλουθα πλεονεκτήµατα προκύπτουν από τη διαπραγµάτευση του θέµατος και 
µε τη βοήθεια του συγκεκριµένου λογισµικού : 
-Εµπλοκή του µαθητή στη χρήση της γραµµικής προσέγγισης 
-∆υνατότητα χειρισµού αλγεβρικών παραστάσεων και αλγεβρικών αποδείξεων 
-Χρήση της γεωµετρικής κατασκευής και µάλιστα την αναγωγή ενός προβλήµατος 
προσέγγισης, σε κατασκευή γνωµόνων που αναδεικνύουν τη δύναµη ορισµένων 
θεµελιωδών εργαλείων προερχόµενων από τα αρχαία ελληνικά µαθηµατικά 
-Σύνδεση αρκετών διαφορετικών εννοιών στα σχολικά µαθηµατικά, όπως η 
γεωµετρική πρόοδος µε την εκθετική συνάρτηση, µε τη βοήθεια προσεγγίσεων που 
επιτυγχάνονται µέσω της παραγώγου 
-∆υνατότητα εναλλαγής ανάµεσα σε διάφορες αναπαραστάσεις (όπως λεκτική, 
αλγεβρική, γραφική) µε τελικό σκοπό την κατανόηση της έννοιας της προσέγγισης, 
που προκύπτει µε σύνθεση ορισµένων από τις παραπάνω 
-∆υναµική χρήση της γραφικής παράστασης για τη µελέτη ποιοτικών (τοπικών και 
ολιστικών) ιδιοτήτων µιας συνάρτησης, καθώς και τη δυνατότητα  επικύρωσης των 
αλγεβρικών συµπερασµάτων µέσω ελέγχου των παραµέτρων. Η γραφική 
αλληλεπίδραση και παρατήρηση όταν 0→k  ή σε 10 >x  ή στο ∞+  και όταν +→ 0h   
ή  1→h  συµβάλλουν στη µελέτη. 

 



-Τη δυνατότητα εισαγωγής εικασιών που προκύπτουν από µια εξωτερική 
αναπαράσταση και τον έλεγχό τους µέσα σε µια άλλη της ίδιας έννοιας, µε την 
παρότρυνση του διδάσκοντα και την αλληλεπιδραστική επαφή µε το θέµα, µέσω του 
λογισµικού 
-Γενικότερη εξοικείωση µε τις γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων, ευθειών, 
αξόνων, τοµές γραµµών κ.λ.π. και χρήση της γεωµετρικής εικόνας ως εργαλείου 
επικύρωσης, κατασκευών και αναζήτησης 
 

Συµπεράσµατα - Επεκτάσεις                                                                                                                        
Η προηγηθείσα µελέτη λειτουργώντας µέσα στο θεωρητικό πλαίσιο των πολλαπλών 
αναπαραστασιακών συστηµάτων, το οποίο ετέθη στην αρχή, έχει στόχο να οδηγήσει 
στις ακόλουθες λειτουργικές προοπτικές : 
Να συµβάλλει στην εξοικείωση των µαθητών/τριών µε την εναλλαγή ανάµεσα σε 
διάφορα εξωτερικά συστήµατα αναπαράστασης. 
Να µελετήσει την επίδραση της παραπάνω διαδικασίας στη διαµόρφωση και τη 
µακροπρόθεσµη εξέλιξη των εσωτερικών συστηµάτων αναπαράστασης που 
σχετίζονται µε τις υποκείµενες έννοιες. 
Να καθοδηγήσει το υπολογιστικό περιβάλλον στην κατεύθυνση της διατύπωσης 
εικασιών και επικύρωσης ή διάψευσης αυτών σε άλλο εξωτερικό σύστηµα από αυτό, 
µέσα στο οποίο εµφανίζονται. 
Την µελλοντική εκπόνηση τεστ ελέγχου κατανόησης, ώστε να διαπιστωθούν τα εξής : 
Μέσα σε ποιους τρόπους αναπαράστασης επιλέγουν οι µαθητές-φοιτητές/τριες να 
εργαστούν; Πότε πρέπει να γίνεται χρήση του υπολογιστή και από ποιο τύπο 
σπουδαστών; Ήταν αυτή η χρήση επιτυχής ή όχι; Χρησιµοποίησαν τον υπολογιστή 
ως εργαλείο εξερεύνησης ή επικύρωσης; Τα δεδοµένα συνέβαλαν πράγµατι στην 
ενόραση για την  εννοιολογική κατανόηση, καθώς και στον εµπλουτισµό των δοµών 
και διασυνδέσεων ανάµεσα στα εσωτερικά συστήµατα γνωστικών αναπαραστάσεων 
των µαθητών/τριών ; 
Θα πρέπει  τέλος να σηµειωθεί ότι η χρήση εξωτερικών αναπαραστάσεων δεν έχει 
πάντα τα αναµενόµενα θετικά αποτελέσµατα. Το υποκείµενο, εάν δεν υπάρξει η 
σωστή επιλογή παραδειγµάτων, καθοδήγηση και κριτική αλληλεπίδραση µε το 
υπολογιστικό µέσο µπορεί να αντιµετωπίσει δυσκολίες στην κατανόηση. Αυτές 
µπορεί να πηγάζουν είτε από την ταύτιση της υποκείµενης έννοιας που 
αναπαρίσταται µε τη συγκεκριµένη αναπαράσταση, είτε επειδή τα παιδιά δεν 
αντιλαµβάνονται τη συµβολική σχέση ανάµεσα στην αναπαράσταση και την ολότητα 
στην οποία αυτή επισηµαίνεται από τους DeLoache et al.(1998α) και αναφέρεται 
στους Γαγάτσης et al (2000). Η έρευνα επίσης έχει καταδείξει ότι αρκετά συχνά οι 
µαθητές του σχολείου θεωρούν απολύτως φυσιολογική τη συνύπαρξη τόσων 
διαφορετικών λύσεων-αριθµητικών αποτελεσµάτων (!!) για το ίδιο πρόβληµα όσες 
και οι δυνατές αναπαραστάσεις για το εν λόγω θέµα. Υπό το πρίσµα αυτό, τίποτε δεν 
πρέπει να θεωρείται αυτονόητο ως προς τις αναπαραστάσεις καθώς όπως και µε όλα 
τα συµβολικά µέσα, ο χειρισµός απαιτεί εξοικείωση και εκµάθηση της γλώσσας τους. 
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