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Περίληψη  
Τα τελευταία χρόνια έχει επισηµανθεί ο ρόλος που µπορεί να διαδραµατίσει η αριθµητική 
γραµµή στην ανάπτυξη της έννοιας του κλάσµατος ως αριθµού-µέτρου. Ωστόσο, διάφοροι 
ερευνητές υπογραµµίζουν ότι η τοποθέτηση κλασµατικών αριθµών στην αριθµητική γραµµή δεν 
αποτελεί επαρκή συνθήκη για την κατανόηση της προαναφερθείσας έννοιας. Η παρούσα έρευνα 
επιχειρεί να εξετάσει το ρόλο της αριθµητικής γραµµής στην ανάπτυξη της έννοιας του 
κλάσµατος ως αριθµού-µέτρου, αξιοποιώντας τις απαντήσεις 672 µαθητών Ε΄ και Στ΄ τάξης 
του δηµοτικού σχολείου σε εννέα έργα που σχετίζονται είτε µε την αριθµητική γραµµή είτε 
προτάθηκαν από διάφορους ερευνητές για τη µελέτη του βαθµού στον οποίο οι µαθητές έχουν 
κατανοήσει την έννοια του κλάσµατος ως αριθµού-µέτρου. Από την κλίµακα ιεράρχησης των 
έργων που προέκυψε µε τη χρήση τεχνικών από τη σύγχρονη θεωρία µέτρησης (IRT) βρέθηκε 
ότι η επιτυχία σε έργα αριθµητικών γραµµών αποτελεί καθοριστικό παράγοντα ανάπτυξης της 
έννοιας του κλάσµατος ως αριθµού-µέτρου. Ωστόσο, από την ανάλυση χαρακτηριστικών λαθών 
των µαθητών στα έργα αυτά φάνηκε ότι η αριθµητική γραµµή µπορεί να διαδραµατίσει 
καταλυτικό ρόλο στην ανάπτυξη της υπό εξέταση έννοιας όταν οι µαθητές αντιληφθούν τη 
διαφορά των κλασµάτων από τους ακέραιους αριθµούς και καταστούν ικανοί να συγκρίνουν 
κλασµατικούς και ακέραιους αριθµούς.       

Λέξεις κλειδιά  
Αριθµητική γραµµή, κλάσµα ως αριθµός-µέτρο, σύγχρονες θεωρίες µέτρησης, µοντέλο δύο 
παραµέτρων. 

 

Εισαγωγή  
Τα κλάσµατα αποτελούσαν ανέκαθεν µια από τις πιο δυσνόητες έννοιες για τους 
µαθητές του δηµοτικού σχολείου (Boulet, 1999· Behr, Harel, Post & Lesh, 1993). Αν 
και έχουν προταθεί διάφορες αιτίες για τις δυσκολίες που αντιµετωπίζουν οι µαθητές 
στην εκµάθηση των κλασµάτων, τις τελευταίες τρεις δεκαετίες γίνεται αποδεκτό ότι 
οι δυσκολίες αυτές οφείλονται κυρίως στο γεγονός ότι για να κατανοήσουν επαρκώς 
τα κλάσµατα οι µαθητές χρειάζεται να έχουν οικοδοµήσει πέντε επιµέρους έννοιες - 
το κλάσµα ως µέρος του όλου, ως αριθµός-µέτρο, ως τελεστής, ως πηλίκο και ως 
λόγος- καθώς και το πώς αυτές οι έννοιες συνδέονται µεταξύ τους. Η ανάπτυξη της 
έννοιας του κλάσµατος ως αριθµού-µέτρου θεωρείται µια από τις δυσκολότερες 
έννοιες για τους µαθητές, αφού για να αναπτύξουν την έννοια αυτή χρειάζεται να 
αναθεωρήσουν την αριθµοθεωρία που έχουν ήδη οικοδοµήσει, αναγνωρίζοντας ότι 
µεταξύ των ακέραιων αριθµών µπορούν να υπάρξουν και άλλοι αριθµοί (Dufour-
Janvier, Bednarz & Belanger, 1987· Stafylidou & Vosniadou, 2004). Παρ’ όλες τις 
δυσκολίες ανάπτυξης της συγκεκριµένης έννοιας, είναι γενικά αποδεκτό ότι η 
οικοδόµησή της είναι θεµελιακή για την κατανόηση των κλασµάτων (Sowder, Bezuk, 
& Sowder, 1993). Για αυτό αρκετοί ερευνητές (π.χ., Hannula, 2003· Lamon, 1999· 



 

 

 

 

Marshall, 1993) µελέτησαν διάφορους τρόπους ανάπτυξης της συγκεκριµένης 
έννοιας, κάνοντας αναφορά σε διάφορα έργα και αναπαραστατικά µοντέλα που 
δυνατό να αξιοποιηθούν για την κατάκτηση της έννοιας αυτής. Κεντρικό ρόλο στα 
έργα αυτά κατέχει η αριθµητική γραµµή.  

Η αριθµητική γραµµή ως µοντέλο διδασκαλίας και αξιολόγησης της 
έννοιας του κλάσµατος ως αριθµού-µέτρου 
Ενδεικτικό του κεντρικού ρόλου της αριθµητικής γραµµής ως µοντέλου διδασκαλίας 
και αξιολόγησης της έννοιας του κλάσµατος ως αριθµού-µέτρου αποτελεί το γεγονός 
ότι το µοντέλο αυτό χρησιµοποιείται ακόµα και για τον ορισµό της υπό εξέταση 
έννοιας. Συγκεκριµένα, η Marshall (1993) επισηµαίνει ότι η έννοια του κλάσµατος ως 
αριθµού-µέτρου αφορά στην περίπτωση εκείνη κατά την οποία ένα εναδικό κλάσµα 
(1/α) χρησιµοποιείται ως µονάδα µέτρησης µιας απόστασης. Για το σκοπό αυτό 
δίνεται συνήθως στους µαθητές µια αριθµητική γραµµή και τους ζητείται να 
καθορίσουν το µέτρο µιας απόστασης από το µηδέν, χρησιµοποιώντας το κλάσµα 
αυτό. Η αξία του κλάσµατος στην οποία καταλήγουν οι µαθητές αποτελεί τη µια 
πτυχή της έννοιας (τον αριθµό), ενώ η απόσταση στην αριθµητική γραµµή τη δεύτερη 
πτυχή της έννοιας (το µέτρο).   

Έχει υποστηριχτεί ότι για να αναπτύξουν οι µαθητές την έννοια του κλάσµατος ως 
αριθµού-µέτρου χρειάζεται αφενός να έχουν την ικανότητα να διαµερίζουν ένα 
διάστηµα σε ίσα µέρη και, αφετέρου, να έχουν οικοδοµήσει διαισθητικά τις ιδιότητες 
της αναλογικής κλίµακας (Hannula, 2003· Marshall, 1993· Sowder et al., 1993). 
Συγκεκριµένα, όταν δίνεται στους µαθητές ένα γραµµικό µοντέλο στο οποίο 
καθορίζονται τα σηµεία 0 και 1 θα πρέπει να είναι ικανοί να µοιράζουν την απόσταση 
µεταξύ των δύο αριθµών σε τόσα κοµµάτια όσα είναι ο παρονοµαστής του δοθέντος 
κλάσµατος. Επιπρόσθετα, θα πρέπει να έχουν κατανοήσει ότι µια απόσταση που 
απέχει δύο διαστήµατα από το µηδέν είναι διπλάσια από µια άλλη που απέχει µόνο 
ένα διάστηµα.  

∆εδοµένου ότι το µοντέλο της αριθµητικής γραµµής έχει τη δυνατότητα να βοηθήσει 
τους µαθητές να αναπτύξουν τις πιο πάνω έννοιες και δεξιότητες, υποστηρίζεται ότι η 
ικανότητα των µαθητών να χρησιµοποιούν την αριθµητική γραµµή για την 
αναπαράσταση των κλασµατικών αριθµών αποτελεί ένδειξη της κατάκτησης της 
έννοιας του κλάσµατος ως αριθµού-µέτρου (Baturo & Cooper, 1999· Bright, Behr, 
Post & Wachsmuth, 1988· Keijzer & Terwel, 2003· Siegal & Smith, 1997). Οι 
ερευνητές τεκµηριώνουν τη θέση τους υποστηρίζοντας ότι η αριθµητική γραµµή, σε 
αντίθεση µε τα υπόλοιπα γραµµικά µοντέλα:  

• δεν έχει συγκεκριµένο µήκος (εκτείνεται απεριόριστα και προς τις δύο 
κατευθύνσεις), γεγονός που αναγκάζει τους µαθητές να χρησιµοποιήσουν ένα 
συγκεκριµένο κοµµάτι της ως το όλο και να διαχωρίσουν το κοµµάτι αυτό σε 
αριθµό κοµµατιών ίσο µε τον παρονοµαστή του κλάσµατος  

• µπορεί να εκληφθεί ως ένας αριθµηµένος χάρακας, αφού στην αριθµητική 
γραµµή το µέγεθος της µονάδας παρουσιάζεται µέσω ενός ευθύγραµµου 
τµήµατος, το οποίο, όχι µόνο µπορεί να επιµεριστεί σε συγκεκριµένο αριθµό 
κοµµατιών, αλλά επιπρόσθετα κάθε κοµµάτι µπορεί να επιµεριστεί σε µικρότερο 
αριθµό κοµµατιών 

Υπερθεµατίζοντας, ο Hannula (2003) υποστηρίζει ότι η ικανότητα των µαθητών να 
τοποθετούν κλάσµατα στην αριθµητική γραµµή αποτελεί ένδειξη της σύγκλισης των 



 

 

 

 

διάφορων εννοιών του κλάσµατος, στοιχείο που θεωρείται απαραίτητο για τη 
βαθύτερη κατανόηση της έννοιας των κλασµάτων (Lamon, 1999). Ως εκ τούτου, 
διάφοροι ερευνητές υποστηρίζουν ότι η αριθµητική γραµµή αποτελεί κατάλληλο 
αξιολογικό εργαλείο για τον εντοπισµό των δυσκολιών και των παρανοήσεων των 
µαθητών αναφορικά µε διάφορες έννοιες του κλάσµατος (Keijzer & Terwel, 2003· 
Ni, 2001· Siegal & Smith, 1997).  

Ωστόσο, άλλοι ερευνητές επισηµαίνουν ότι οι µαθητές συναντούν ποικίλες δυσκολίες 
στη χρήση της αριθµητικής γραµµής (Behr et al., 1983· Bright et al., 1988· Gagatsis 
et al., 2003). Για παράδειγµα, έχει επισηµανθεί ότι για να καταστούν οι µαθητές 
ικανοί να χρησιµοποιούν αποτελεσµατικά την αριθµητική γραµµή πρέπει να είναι σε 
θέση να επεξεργάζονται ταυτόχρονα δύο διαφορετικές µορφές αναπαραστάσεων 
(συµβολικές και εικονικές). Επιπρόσθετα, υποστηρίζεται ότι κατά την αξιοποίηση 
των αριθµητικών γραµµών οι µαθητές: (α) δυσκολεύονται να εντοπίσουν τον αριθµό 
ένα, ειδικότερα όταν χρησιµοποιούν  αριθµητικές γραµµές από το µηδέν µέχρι το 
δύο, (β) δυσκολεύονται να τοποθετήσουν έναν κλασµατικό αριθµό στην αριθµητική 
γραµµή, όταν οι υποδιαιρέσεις της αριθµητικής γραµµής είναι πολλαπλάσιες ή 
υποπολλαπλάσιες του παρονοµαστή του κλάσµατος και (γ) µετρούν τα διακριτά 
διαχωριστικά σηµεία της αριθµητικής γραµµής και όχι τα διαστήµατα στα οποία 
χωρίζεται η αριθµητική γραµµή µε τη χρήση των διαχωριστικών αυτών σηµείων. Τα 
αποτελέσµατα πρόσφατων ερευνών (Baturo & Cooper, 1999· Kyriakides & 
Charalambous, 2002· Newstead & Olivier, 1999) ενισχύουν τις διαπιστώσεις αυτές.   
Η δυσκολία χρήσης της αριθµητικής γραµµής δεν αποτελεί, όµως, το µοναδικό  
σηµείο αµφισβήτησης της καταλληλότητας της αριθµητικής γραµµής ως µοντέλου 
ανάπτυξης της έννοιας του κλάσµατος ως αριθµού-µέτρου. Η Lamon (1999) και η 
Sowder και οι συνεργάτες της (1993), για παράδειγµα, υπογραµµίζουν ότι η επιτυχία 
σε έργα χειρισµού της αριθµητικής γραµµής δεν αποτελεί επαρκή ένδειξη για την 
κατάκτηση της έννοιας του κλάσµατος ως αριθµού-µέτρου. Αντίθετα, για να 
θεωρούνται οι µαθητές ότι κατέχουν την έννοια αυτή θα πρέπει, σύµφωνα µε τους 
ερευνητές, να µπορούν να: (α) καθορίζουν το σχετικό µέγεθος δύο κλασµάτων (π.χ. 
3/4<4/5), (β) να σειροθετούν κλάσµατα χρησιµοποιώντας συγκεκριµένα κλάσµατα ως 
σηµεία αναφοράς (π.χ. το 1/5<3/4, αφού 1/5<1/2), και (γ) να καθορίζουν κλάσµατα 
που η αξία τους είναι µεταξύ δύο άλλων κλασµάτων (π.χ. να εντοπίζουν τρία 
κλάσµατα που είναι µικρότερα από το 1/3 και µεγαλύτερα από το 1/4).  

Ερευνητικά ερωτήµατα  
Παρ’ όλες τις αµφιβολίες που υπάρχουν αναφορικά µε την καταλληλότητα της 
αριθµητικής γραµµής ως αναπαραστατικού µοντέλου για την ανάπτυξη και 
αξιολόγηση της έννοιας του κλάσµατος ως αριθµού-µέτρου, και παρόλο που έχουν 
προταθεί διάφορα έργα για την εξέταση της κατάκτησης της έννοιας αυτής, µέχρι 
σήµερα δεν έχει διερευνηθεί ο βαθµός στον οποίο τα πιο πάνω προτεινόµενα έργα, 
όπως και έργα σχετικά µε την αριθµητική γραµµή µπορούν να συγκροτήσουν µια 
ιεραρχική κλίµακα αξιολόγησης της υπό εξέτασης έννοιας. Επιπρόσθετα, δεν έχει 
εξεταστεί ο σχετικός βαθµός δυσκολίας των έργων αυτών. Αναγνωρίζοντας το κενό 
αυτό, η παρούσα έρευνα αποσκοπεί να δώσει απαντήσεις στα πιο κάτω ερωτήµατα:   

(1) Σε ποιο βαθµό έργα που προτάθηκαν κατά καιρούς για την ανάπτυξη και 
αξιολόγηση της έννοιας του κλάσµατος ως αριθµού µπορούν να αποτελέσουν µια 
ιεραρχική κλίµακα η οποία να παρουσιάζει καλές ψυχοµετρικές ιδιότητες;     



 

 

 

 

(2) Αν µπορεί να αναπτυχθεί µια τέτοια κλίµακα, ποια η συνεισφορά των έργων που 
σχετίζονται µε την αριθµητική γραµµή στην ανάπτυξη της κλίµακας αυτής και 
κατ’ επέκταση στην ανάπτυξη και αξιολόγηση της υπό εξέταση έννοιας;    

Μεθοδολογία  
Η παρούσα έρευνα αποτελεί µέρος µιας ευρύτερης έρευνας που στόχο είχε να 
εξετάσει το βαθµό στον οποίο οι µαθητές των δύο τελευταίων τάξεων του δηµοτικού 
σχολείου είχαν αναπτύξει τις πέντε διαφορετικές έννοιες του κλάσµατος. Η έρευνα 
διεξήχθη το 2004 και σε αυτή συµµετείχαν 672 µαθητές δέκα δηµοτικών σχολείων, 
εκ των οποίων 351 φοιτούσαν στην Ε΄ τάξη και 321 στην Στ΄ τάξη (316 αγόρια και 
356 κορίτσια). Στην παρούσα µελέτη επικεντρωνόµαστε σε εννέα από τα έργα που 
χορηγήθηκαν στους µαθητές τα οποία αφορούσαν στην έννοια του κλάσµατος ως 
αριθµού-µέτρου. Συγκεκριµένα από τους µαθητές ζητήθηκε να: (α) τοποθετήσουν τον 
αριθµό ένα σε δύο αριθµητικές γραµµές, µια που περιλάµβανε τους αριθµούς 0 και 
5/9 (έργο 1) και µια που παρουσίαζε τους αριθµούς 0 και 2 ¼ (έργο 2), (β) βρουν ένα 
κλάσµα µεταξύ του 1/8 και του 1/9 (έργο 3), (γ) ελέγξουν την ορθότητα µιας 
δήλωσης σύµφωνα µε την οποία το κλάσµα 2/3 είναι αριθµός (έργο 4) και να  
αναγνωρίσουν από µια σειρά αριθµών και συµβόλων κατά πόσο οι κλασµατικοί 
αριθµοί 2/5 και 1 4/5 είναι αριθµοί (έργα 5 και 6), (δ) τοποθετήσουν σε αριθµητική 
γραµµή, η οποία περιλάµβανε τους αριθµούς 0 και 1/4 και ήταν χωρισµένη σε 
διαστήµατα του 1/8, τους αριθµούς 3/4 και 7/8 (έργα 7 και 8) και (ε) να επιλέξουν 
µεταξύ τεσσάρων κλασµάτων (2/3, 3/4, 4/5 και 5/6) εκείνο που είναι πιο κοντά στο 1 
(έργο 9). Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι ανάλογα έργα αξιοποιήθηκαν σε προγενέστερες 
έρευνες και µελέτες (Hannula, 2003· Lamon, 1999· Sowder et al., 1993).  

Οι απαντήσεις των µαθητών κωδικοποιήθηκαν µε βάση διχοτοµική κλίµακα (σωστό-
λάθος). Συγκεκριµένα, στα πρώτα δύο έργα θεωρήθηκαν σωστές µόνο οι απαντήσεις   
στις οποίες ο αριθµός 1 τοποθετείτο σε θέση που έδειχνε ότι οι µαθητές είχαν λάβει 
υπόψη τους τη σχετική απόσταση ανάµεσα στους δύο αριθµούς που περιλαµβάνονταν 
στην κλίµακα. Στο τρίτο έργο θεωρήθηκαν σωστές απαντήσεις στις οποίες οι µαθητές 
εντόπιζαν ένα κλάσµα µεταξύ του 1/8 και του 1/9, ανεξάρτητα από την πορεία που 
ακολουθούσαν για να βρουν το κλάσµα αυτό (π.χ. ισοδύναµα κλάσµατα, χρήση 
αριθµητικής γραµµής, κλάσµα µε παρονοµαστή µεταξύ του 8 και του 9 κτλ). Στην 
περίπτωση των υπόλοιπων έξι έργων οι µαθητές είτε εντόπιζαν τη σωστή απάντηση 
είτε όχι. Για την ανάπτυξη της κλίµακας ικανοτήτων χρησιµοποιήθηκαν τεχνικές από 
τη σύγχρονη θεωρία µέτρησης (Item Response Theory-IRT). Η χρήση σύγχρονων 
θεωριών µέτρησης κρίθηκε αναγκαία, αφού χρειαζόταν να διαχωριστούν τα 
χαρακτηριστικά των µαθητών από τα χαρακτηριστικά των έργων, ώστε η ιεράρχηση 
των έργων στην κλίµακα που θα προέκυπτε και η σχετική συνεισφορά τους να µην 
επηρεαζόταν από τις ικανότητες των συγκεκριµένων µαθητών που συµµετείχαν στην 
έρευνα (Hambleton, Swaminathan & Rogers, 1991). Η ανάλυση των δεδοµένων έγινε 
µε το στατιστικό πακέτο BILOG-MG (Zimowski, et al., 1996). Συγκεκριµένα, 
εξετάστηκε κατά πόσο τα δεδοµένα µπορούσαν να περιγραφούν επαρκώς είτε από 
ένα µοντέλο µιας παραµέτρου είτε από ένα µοντέλο δύο παραµέτρων. Η διαφορά των 
δύο µοντέλων έγκειται στο ότι στη δεύτερη περίπτωση τα έργα έχουν διαφορετικό 
δείκτη διάκρισης (item discrimination), γεγονός που υποδηλοί ότι τα έργα έχουν 
διαφορετική συνεισφορά στην ανάπτυξη της κλίµακας, αφού έργα µε ψηλότερο 
δείκτη διάκρισης µπορούν να διαχωρίσουν καλύτερα τα υποκείµενα της έρευνας σε 
διαφορετικά επίπεδα, ανάλογα µε τις ικανότητές τους.    



 

 

 

 

Αποτελέσµατα 
Ανάπτυξη της κλίµακας της έννοιας του κλάσµατος ως αριθµού-µέτρου 
Στον Πίνακα 1 παρουσιάζονται ο βαθµός δυσκολίας των εννέα έργων (β), ο δείκτης 
διάκρισής τους (α) και τα τυπικά σφάλµατα (SE) των παραµέτρων αυτών για ένα 
µοντέλο µιας και δύο παραµέτρων. Στον Πίνακα παρουσιάζονται επίσης η αξιοπιστία 
της κλίµακας που προέκυψε και οι τιµές του κριτηρίου -2 log likelihood, οι οποίες 
µπορούν να αξιοποιηθούν για τη σύγκριση της καταλληλότητας των υπό εξέταση 
µοντέλων. Συγκεκριµένα, η διαφορά των τιµών αυτών για τα δύο µοντέλα ακολουθεί 
κατανοµή x2 και δείχνει το βαθµό στον οποίο ένα πιο πολύπλοκο µοντέλο, όπως είναι 
το µοντέλο δύο παραµέτρων, περιγράφει καλύτερα τα δεδοµένα, σε σύγκριση µε το 
απλούστερο µοντέλο µιας παραµέτρου (Embretson & Reise, 2000).  

 1 παράµετρος  2 παράµετροι   

Έργο β SE(β) β SE(β) α SE(α) 

1 -0.36 0.06 -0.29 0.05 1.36 0.11 
2 -0.13 0.06 -0.10 0.05 1.22 0.10 
3 1.74 0.09 1.75 0.14 0.84 0.09 
4 1.12 0.07 1.28 0.36 0.32 0.05 
5 0.78 0.07 0.93 0.11 0.63 0.06 
6 0.71 0.07 0.87 0.10 0.62 0.06 
7 0.87 0.07 0.76 0.06 1.09 0.09 
8 1.45 0.08 1.08 0.05 2.13 0.20 
9 0.09   0.06 0.11 0.08 0.68 0.06 
 R = .74 R = .79 
 -2 log likelihood = 6391.38 -2log likelihood = 6306.27 
Πίνακας 1: Στατιστικά Στοιχεία της Κλίµακας του Κλάσµατος ως Αριθµού-Μέτρου για ένα 

µοντέλο µιας και δύο παραµέτρων  

Όπως φαίνεται από τον Πίνακα 1, το µοντέλο δύο παραµέτρων περιγράφει καλύτερα 
τα δεδοµένα της έρευνας, αφού αφενός έχει ψηλότερο βαθµό αξιοπιστίας σε 
σύγκριση µε το µοντέλο δύο παραµέτρων και, αφετέρου, η διαφορά του κριτηρίου        
-2 log likelihood είναι στατιστικά σηµαντική (διαφορά= 85.11 βαθµοί ελευθερίας=8, 
p<.001). Το αποτέλεσµα αυτό υποδηλοί ότι τα εννέα έργα της κλίµακας έχουν 
διαφορετικό δείκτη διάκρισης και, συνεπώς, διαφορετική συνεισφορά στην κλίµακα 
που αναπτύχθηκε. Συγκεκριµένα, όπως προκύπτει από τον Πίνακα 1, τη µεγαλύτερη 
συνεισφορά στην κλίµακα αυτή έχουν τα τέσσερα έργα των αριθµητικών γραµµών  
(έργα 1-2 και 7-8), τα οποία παρουσιάζουν το µεγαλύτερο δείκτη διάκρισης, 
αποτέλεσµα που υποδηλοί τη σηµασία που έχουν τα έργα αριθµητικών γραµµών στην 
εξέταση της συγκεκριµένης έννοιας. Αντίθετα, τα έργα αναγνώρισης των κλασµάτων 
ως αριθµών (έργα 4-6) έχουν το µικρότερο δείκτη διάκρισης, όπως και το έργο 9 που 
σχετίζεται µε τη σύγκριση κλασµάτων, αποτέλεσµα που εισηγείται ότι τα έργα αυτά 
έχουν µικρότερη συνεισφορά όσον αφορά στο διαχωρισµό των υποκειµένων της 
έρευνας σε διαφορετικά επίπεδα, ανάλογα µε το βαθµό στον οποίο έχουν αναπτύξει 
την υπό εξέταση έννοια. Το έργο εύρεσης κλάσµατος µεταξύ του 1/8 και του 1/9 
(έργο 3) έχει ενδιάµεσο δείκτη διάκρισης.  

Πέρα από τη συνεισφορά των εννέα έργων στην κλίµακα µέτρησης της κατανόησης 
του κλάσµατος ως αριθµού-µέτρου, ο Πίνακας 1 περιλαµβάνει πληροφορίες που 
αφορούν στο σχετικό βαθµό δυσκολίας των έργων αυτών. Αναλυτικότερα, από τις 



 

 

 

 

τιµές του µοντέλου δύο παραµέτρων προκύπτει ότι η εύρεση ενός κλάσµατος που να 
περιλαµβάνεται µεταξύ δύο εναδικών κλασµάτων που έχουν ως παρονοµαστές 
συνεχόµενους αριθµούς (έργο 3) αποτελεί το δυσκολότερο έργο της κλίµακας. 
Αντίθετα, η τοποθέτηση της µονάδας σε αριθµητικές γραµµές (έργα 1-2) και η 
σύγκριση κλασµάτων (έργο 9) αποτελούν τα ευκολότερα έργα της κλίµακας. Τα 
υπόλοιπα έργα παρουσιάζουν ενδιάµεσο βαθµό δυσκολίας.  

Εκτός από το βαθµό αξιοπιστίας της κλίµακας και το κριτήριο -2 log likelihood, οι 
ψυχοµετρικές ιδιότητες της κλίµακας που αναπτύχθηκε ελέγχθηκαν και µε µια σειρά 
άλλων κριτηρίων. Αναλυτικότερα, αρχικά ελέγχθηκε η καταλληλότητα της κλίµακας 
για διάφορες τιµές ικανότητας της υπό εξέταση έννοιας (θ), όπως αυτή προκύπτει από 
την καµπύλη πληροφοριών του δοκιµίου (test information curve) (∆ιάγραµµα 1). 
∆εδοµένου ότι η κλίµακα αυτή θεωρείται ικανοποιητική για τιµές information(θ)>2, 
αφού οι τιµές αυτές αντιστοιχούν σε αξιοπιστία ψηλότερη από .70 (Embretson & 
Reise, 2000), από το ∆ιάγραµµα 1 προκύπτει ότι η υπό εξέταση κλίµακα περιγράφει 
αρκετά ικανοποιητικά το υπό εξέταση γνώρισµα για τιµές από θ=-1 µέχρι θ=2, 
γεγονός που εισηγείται ότι η κλίµακα είναι πιο κατάλληλη για τις ενδιάµεσες τιµές 
ικανοτήτων, παρά για ακραίες τιµές του γνωρίσµατος (δηλαδή για µαθητές που 
παρουσιάζουν αρκετές δυσκολίες στην κατανόηση του κλάσµατος ως αριθµού-
µέτρου ή για µαθητές που έχουν κατακτήσει σε σηµαντικό βαθµό την έννοια αυτή).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
∆ιάγραµµα 1: Καµπύλη Πληροφοριών του ∆οκιµίου (Item Information Curve) 

Επιπρόσθετα, εξετάστηκε κατά πόσο τα εννέα έργα παρουσίαζαν διαφορετικό βαθµό 
δυσκολίας και δείκτη διάκρισης (Differential Item Functioning- DIF) για τα αγόρια 
και τα κορίτσια που συµµετείχαν στην έρευνα. Σύµφωνα µε τους Embretson και 
Reise (2000) τιµές DIF>2 υποδηλούν ότι τα έργα διαφέρουν ως προς το δείκτη 
διάκρισης και το βαθµό δυσκολίας τους για τις δύο υπό εξέταση οµάδες. Όπως 
φαίνεται στον Πίνακα 2, όλα τα έργα, µε εξαίρεση το τελευταίο έργο, παρουσίαζαν 
παρόµοιο δείκτη διάκρισης και βαθµό δυσκολίας για τα αγόρια και τα κορίτσια που 
συµµετείχαν στην έρευνα, γεγονός που ενισχύει την καταλληλότητα της υπό εξέταση 
κλίµακας για τη µέτρηση της έννοιας του κλάσµατος ως αριθµού-µέτρου.   
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Τέλος αξίζει να σηµειωθεί ότι η διαφορά στην επίδοση των αγοριών και των 
κοριτσιών στα εννέα έργα, όπως αυτή αξιολογήθηκε από την κλίµακα που προέκυψε, 
δεν ήταν στατιστικά σηµαντική (t=0.001, df=670, p>.05). Επίσης, η επίδοση των 
µαθητών της Ε΄ τάξης δεν διέφερε από την επίδοση των µαθητών της Στ΄ τάξης  
(t=0.1, df=670, p>.05).    

 Αγόρια  Κορίτσια  DIF 
Έργο β α β α DIF(β) DIF(α) 

1 -0.35 1.99 -0.26 2.49 -0.93 -1.41 
2 -0.09 1.84 -0.13 2.19 0.38 -1.13 
3 1.89 1.39 1.68 1.39 0.70 0.00 
4 1.02 0.64 1.40 0.52 -0.56 0.69 
5 0.87 1.19 0.99 0.99 -0.58 0.92 
6 0.81 1.20 0.91 0.95 -0.46 1.20 
7 0.75 1.93 0.84 1.50 -0.62 1.46 
8 1.02 3.20 1.15 2.75 -1.25 0.81 
9 -0.06 1.42 0.30 0.92 -2.27 2.28 

Πίνακας 2: Έλεγχος της σηµαντικότητας της διαφοράς του βαθµού δυσκολίας και του δείκτη 
διάκρισης των έργων για τις δύο υποοµάδες του δείγµατος (αγόρια-κορίτσια) 

Μελέτη χαρακτηριστικών λαθών των µαθητών στα έργα της έρευνας  
Στο έργο 3 ζητήθηκε από τους µαθητές να βρουν ένα κλάσµα που να έχει αξία 
µεγαλύτερη του 1/8 και µικρότερη από την αξία του κλάσµατος 1/9. Οι µαθητές 
καλούνταν, επίσης να δείξουν την πορεία που ακολούθησαν για να βρουν µια λύση 
στο πρόβληµα αυτό. Αν και δεν καθορίστηκε συγκεκριµένος τρόπος εργασίας για την 
επίλυση του έργου αυτού, από τους µαθητές που προσπάθησαν να λύσουν το 
πρόβληµα αυτό (52.4%), αρκετοί αξιοποίησαν την αριθµητική γραµµή. Οι 
λανθασµένες απαντήσεις των µαθητών στο έργο αυτό, χαρακτηριστικά δείγµατα των 
οποίων παρουσιάζονται στο ∆ιάγραµµα 2, εισηγούνται ότι για να καταφέρουν οι 
µαθητές να αξιοποιήσουν σωστά την αριθµητική γραµµή θα πρέπει να έχουν 
κατανοήσει τη διαφορά των κλασµάτων από τους ακέραιους αριθµούς και, 
επιπρόσθετα, να είναι ικανοί να συγκρίνουν και σειροθετούν κλάσµατα.   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∆ιάγραµµα 2: Χαρακτηριστικές λανθασµένες απαντήσεις των µαθητών στο έργο 3 
Όπως προκύπτει από το ∆ιάγραµµα 2, ο πρώτος µαθητής έδωσε ως απάντηση ένα 
κλάσµα µεγαλύτερο των δύο δοθέντων κλασµάτων (1/7). Από την αριθµητική 
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γραµµή που σχεδίασε φαίνεται ότι για το µαθητή αυτό το κλάσµα 1/8 ήταν µικρότερο 
από το κλάσµα 1/9. Από την απάντησή του φαίνεται, παράλληλα, η επίδραση των 
ακέραιων αριθµών, αφού η διάταξη των κλασµάτων 1/7, 1/8 και 1/9 στην αριθµητική 
γραµµή ακολουθεί τη διάταξη των ακέραιων αριθµών. Στη δεύτερη και τρίτη 
περίπτωση, οι µαθητές φαίνεται να θεωρούσαν ότι µεταξύ των κλασµάτων 1/8 και 1/9 
εντοπίζονται τα κλάσµατα µε παρονοµαστή το 8 και αριθµητή οποιοδήποτε ακέραιο 
αριθµό από το 2 µέχρι το 7. Aξίζει να επισηµανθεί ότι ο δεύτερος µαθητής (Μ353) 
τοποθετούσε τους αριθµητές και τους παρονοµαστές των κλασµάτων εκατέρωθεν της 
αριθµητικής γραµµής, στοιχείο που ενισχύει την υπόθεση ότι ο συγκεκριµένος 
µαθητής πιθανόν να αντιµετώπιζε τα κλάσµατα ως δύο ξεχωριστούς ακέραιους 
αριθµούς. Αντίστοιχες παρανοήσεις φαίνεται να είχε και η µαθήτρια που έδωσε την 
τέταρτη απάντηση. Η µαθήτρια αυτή φαίνεται να είχε κατανοήσει ότι στην 
περίπτωση των οµώνυµων κλασµάτων το µεγαλύτερο κλάσµα είναι αυτό που έχει το 
µεγαλύτερο αριθµητή. Ωστόσο, φαίνεται να πίστευε ότι, όπως και στην περίπτωση 
των ακέραιων αριθµών, τα κλάσµατα είναι σειροθετηµένα στην αριθµητική γραµµή 
µε τρόπο που πρώτα να εµφανίζονται όλα τα κλάσµατα µε µικρότερο παρονοµαστή 
και µετά τα κλάσµατα µε µεγαλύτερο παρονοµαστή. Αξιοπρόσεχτο στην απάντησή 
της είναι και το γεγονός ότι το κλάσµα 8/8 θεωρείται µικρότερο από το κλάσµα 1/9, 
καθώς και το ότι η µαθήτρια δεν φαίνεται να είχε κατανοήσει ότι τα κλάσµατα των 
οποίων ο παρονοµαστής είναι ίσος µε τον αριθµητή ισούνται µε τη µονάδα. Συνεπώς, 
εύλογα µπορεί να υποστηριχτεί ότι και σε αυτή την περίπτωση, όπως και στις 
προηγούµενες τρεις, η µαθήτρια αντιµετώπιζε το κλάσµα ως δύο ξεχωριστούς 
αριθµούς, θεωρώντας ότι η αξία του ορίζεται αρχικά από τον παρονοµαστή του και 
στη συνέχεια από τον αριθµητή του.  

Συζήτηση 
Η παρούσα έρευνα αποσκοπούσε να εξετάσει το βαθµό στον οποίο διάφορα έργα που 
κατά καιρούς προτάθηκαν για την εξέταση της κατανόησης της έννοιας του 
κλάσµατος ως αριθµού-µέτρου µπορούν να συγκροτήσουν µια ιεραρχική κλίµακα 
µέτρησης της προαναφερθείσας έννοιας. Επιπρόσθετα, στόχευε να διερευνήσει τη 
σχετική συνεισφορά των έργων που σχετίζονται µε την αριθµητική γραµµή στην 
κλίµακα αυτή. Από την ανάλυση των δεδοµένων προέκυψε ότι τα εννέα έργα που 
χρησιµοποιήθηκαν στην παρούσα έρευνα συγκροτούσαν ιεραρχική κλίµακα. 
Βρέθηκε, επίσης, ότι ένα µοντέλο δύο παραµέτρων περιέγραφε καλύτερα τα 
δεδοµένα της έρευνας παρά ένα µοντέλο µιας παραµέτρου. Η κλίµακα που 
αναπτύχθηκε στην περίπτωση του µοντέλου δύο παραµέτρων παρουσίαζε καλές 
ψυχοµετρικές ιδιότητες, όπως προέκυψε από την εξέταση ενός αριθµού δεικτών και 
κριτηρίων. Ωστόσο, φάνηκε ότι η κλίµακα αυτή µετρούσε καλύτερα τις ενδιάµεσες, 
παρά τις ακραίες τιµές της υπό εξέτασης έννοιας. Αυτό πιθανόν να οφείλεται στο 
γεγονός ότι ο αριθµός των έργων που χρησιµοποιήθηκαν στην έρευνα ήταν σχετικά 
µικρός.  

Με βάση την κλίµακα που προέκυψε θα µπορούσε να υποστηριχθεί ότι αρχικά οι 
µαθητές είναι ικανοί να επιλύουν έργα που σχετίζονται µε τη σύγκριση κλασµατικών 
αριθµών, αφού στο στάδιο αυτό µπορούν να τοποθετούν τον αριθµό 1 σε αριθµητικές 
γραµµές οι οποίες περιλαµβάνουν το 0 και ένα γνήσιο κλάσµα ή ένα µικτό αριθµό 
(έργα 1 και 2). Στη φάση αυτή οι µαθητές µπορούν, επίσης, να αναγνωρίζουν µεταξύ 
µιας σειράς κλασµάτων εκείνο που είναι πιο κοντά στο 1 (έργο 9). Σε µεταγενέστερη 
φάση οι µαθητές αναγνωρίζουν τα κλάσµατα ως αριθµούς (έργα 4-6), ενώ µαθητές 
που έχουν αναπτύξει και αυτή την ικανότητα µπορούν να καθορίζουν επακριβώς τη 



 

 

 

 

θέση ενός κλάσµατος σε έργα αριθµητικής γραµµής (έργα 7-8). Το έργο στο οποίο 
ζητούνταν από τους µαθητές να εντοπίσουν ένα κλάσµα µεταξύ δύο άλλων εναδικών 
κλασµάτων αποτέλεσε το δυσκολότερο έργο της έρευνας για την αξιολόγηση του 
βαθµού κατανόησης της έννοιας του κλάσµατος ως αριθµού-µέτρου. Συνοπτικά, 
δεδοµένης της ιεράρχησης των εννέα έργων σε κλίµακα, ανάλογα µε το βαθµό 
δυσκολίας τους, θα µπορούσε να υποστηριχθεί ότι για την αξιολόγηση της ανάπτυξης 
της υπό εξέταση έννοιας απαιτείται η αξιοποίηση ποικιλίας έργων.  

Παρ’ όλη την ανάγκη αξιοποίησης διάφορων έργων για την αξιολόγηση της υπό 
εξέτασης έννοιας, τα ευρήµατα της παρούσας έρευνας συνηγορούν στο ότι η 
ικανότητα επίλυσης έργων αριθµητικής γραµµής αποτελεί καθοριστικό παράγοντα 
για την αξιολόγηση της κατάκτησης  της έννοιας του κλάσµατος ως αριθµού-µέτρου. 
Συγκεκριµένα, µε βάση την κλίµακα που προέκυψε βρέθηκε ότι και τα τέσσερα έργα 
αριθµητικών γραµµών είχαν το ψηλότερο δείκτη διάκρισης, γεγονός που υποδηλοί 
ότι είχαν τη σηµαντικότερη συνεισφορά στην ανάπτυξη της κλίµακας και, κατά 
συνέπεια, στη µέτρηση του υπό εξέταση γνωρίσµατος. Ωστόσο, η ανάλυση 
χαρακτηριστικών λαθών των µαθητών αποκάλυψε ότι τα έργα της αριθµητικής 
γραµµής µπορούν να λειτουργήσουν ως καταλύτες στην οικοδόµηση της έννοιας του 
κλάσµατος ως αριθµού-µέτρου µόνο όταν οι µαθητές αρχίσουν να αναθεωρούν την 
αριθµοθεωρία που έχουν αναπτύξει και κατανοήσουν ότι τα κλάσµατα δεν αποτελούν 
σύνθεση δύο ακέραιων αριθµών, αλλά ένα αριθµό µε συγκεκριµένη αξία. 
Επιπρόσθετα, οι µαθητές χρειάζεται να έχουν αναπτύξει την ικανότητα σύγκρισης 
κλασµατικών και ακέραιων αριθµών. Το ότι τα έργα 1-2 και 9 αποτελούσαν τα 
ευκολότερα έργα της κλίµακας ενισχύει την πιο πάνω άποψη, αφού οι µαθητές 
χρειάζεται να έχουν αναπτύξει έννοιες και δεξιότητες σχετικά µε τα έργα αυτά, ώστε 
να επιτύχουν και στα υπόλοιπα έργα.    

Αν και θεωρούµε ότι η παρούσα έρευνα συµβάλλει στη διερεύνηση του ρόλου της 
αριθµητικής γραµµής στην αξιολόγηση της έννοιας του κλάσµατος ως αριθµού-
µέτρου, εντούτοις πιστεύουµε ότι µελλοντικές έρευνες χρειάζεται να εµβαθύνουν 
περαιτέρω σε αυτό το θέµα, καθορίζοντας επακριβώς τις επιµέρους ικανότητες που 
χρειάζεται να αναπτύξουν οι µαθητές, ώστε να επιλύουν σωστά συγκεκριµένα έργα 
αριθµητικών γραµµών. Επιπρόσθετα, χρειάζεται να προσδιοριστεί πώς η ανάπτυξη 
των ικανοτήτων αυτών θα µπορούσε να συµβάλει στην ανάπτυξη της έννοιας του 
κλάσµατος ως αριθµού-µέτρου. Ως εκ τούτου, προτείνουµε όπως διενεργηθούν 
κλινικές συνεντεύξεις µε µαθητές διαφορετικών ηλικιών και επιπέδων.    
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