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Περίληψη 
Έχοντας ως βασική παραδοχή τον κοινωνικό χαρακτήρα της µαθηµατικής γνώσης και 
χρησιµοποιώντας τη θεωρία της συµβολικής αλληλεπίδρασης, η παρούσα έρευνα εξετάζει την 
επίδραση της γλώσσας και άλλων κοινωνικών παραγόντων στη συγκρότηση από κοινού 
µαθηµατικής γνώσης κατά τη συνεργατική επίλυση γεωµετρικών προβληµάτων. 
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Εισαγωγή 
Η συνεργατική επίλυση προβληµάτων αποτελεί κατά κοινή οµολογία µια 
αποτελεσµατική µέθοδο όχι µόνο διδασκαλίας µαθηµατικών εννοιών, αλλά και 
µύησης των µαθητών στις διαλογικές πρακτικές που χαρακτηρίζουν µια µαθηµατική 
κοινότητα (Lerman, 1994, Sfard, 2000). Η ιδιαίτερη σηµασία της αλληλεπίδρασης και 
των λεκτικών ανταλλαγών µεταξύ των ατόµων που συνεργάζονται για την επίλυση 
του εκάστοτε προβλήµατος, οδήγησε πολλούς ερευνητές στην υιοθέτηση 
γλωσσολογικών ή και κοινωνιολογικών µεθόδων ανάλυσης των εµπειρικών 
δεδοµένων των ερευνών τους (π.χ. Pimm, 1994, Rowland, 2002) και αντίστοιχων 
θεωρητικών πλαισίων. Η συνεργατική επίλυση προβληµάτων στηρίζεται στη 
θεωρητική παραδοχή ότι η µαθηµατική γνώση είναι κοινωνικά προσδιορισµένη 
(Ernest, 1991) και προκύπτει κατά την κοινωνική αλληλεπίδραση των ατόµων που 
συµµετέχουν σε µια µαθηµατική δραστηριότητα. Η αλληλεπίδραση, σε ένα 
συγκεκριµένο κοινωνικο-πολιτισµικό πλαίσιο, πραγµατοποιείται µε τη βοήθεια 
συµβόλων (Blumer, 1969), µε κυριότερο από αυτά τη γλώσσα.  Οι βασικές 
λειτουργίες της γλώσσας είναι ότι (Lemke, 1989, σ. 5, Mercer, 2000, σ. 87, Ανδρέου, 
2002, σ. 71):  

• καθιστά δυνατή τη διεκπεραίωση της επικοινωνίας 
• συµβάλλει στην εσωτερική αναδόµηση της εµπειρίας σε γνώση 
• εκφράζει συγκεκριµένες ενέργειες των οµιλητών 
• µορφοποιεί το πλαίσιο µέσα στο οποίο είναι δυνατή η ερµηνεία αυτών των 

ενεργειών.  
Ένα σηµαντικό συστατικό κάθε αλληλεπίδρασης είναι η ερµηνεία των ενεργειών των 
µετεχόντων, η οποία πραγµατοποιείται σε δύο στάδια. Αρχικά οι µετέχοντες ορίζουν 
την περίσταση στην οποία βρίσκονται, δηλαδή χρησιµοποιώντας την πληροφόρηση 
που αφορά το γενικότερο πλαίσιο της περίστασης (τόπος διεξαγωγής, εξωτερικά 



χαρακτηριστικά των µετεχόντων, σκοπός της συνάντησης) οικοδοµούν ένα από 
κοινού ορισµό της περίστασης, δηλαδή µια σιωπηρή συµφωνία ως προς τα θέµατα που 
θεωρούνται σηµαντικά, αλλά και ως προς αυτά που πρέπει να αποφευχθούν 
(Goffman, 1971). Στη συνέχεια, και κατά τη διάρκεια της αλληλεπίδρασης, οι 
µετέχοντες λαµβάνουν υπόψη τους κανόνες και τις νόρµες που είναι σε ισχύ. Οι 
κανόνες αφορούν έκδηλες οδηγίες που καθορίζουν τη συµπεριφορά (και σχετίζονται 
µε εξωτερικά χαρακτηριστικά όπως την εµφάνιση ή τρόπους συµπεριφοράς όπως την 
οµιλία). Οι νόρµες αφορούν άδηλες οδηγίες, συγκροτούνται από κοινού κατά τη 
διάρκεια της αλληλεπίδρασης και, στα πλαίσια της µαθηµατικής εκπαίδευσης, 
διακρίνονται σε:  

• κοινωνικές, που σχετίζονται µε γενικότερες αντιλήψεις ως προς την 
αναµενόµενη συµπεριφορά κατά την αλληλεπίδραση, 

• κοινωνικοµαθηµατικές, που σχετίζονται µε την αναµενόµενη συµπεριφορά 
κατά την αλληλεπίδραση που αφορά κάποια πρακτική των µαθηµατικών 
(Yackel and Cobb, 1996, Yackel, Cobb and Wood 1999, Yackel, Rasmussen 
and King, 2000).  

Ένα βασικό στοιχείο που χρησιµοποιούν οι µετέχοντες στην αλληλεπίδραση είναι η 
έννοια του προσώπου, δηλαδή της θετικής κοινωνικής αξίας την οποία οι ίδιοι 
διεκδικούν για τον εαυτό τους (Goffman, 1972, σ. 5).  

Βάσει όλων αυτών των στοιχείων οι µετέχοντες, αφού ερµηνεύσουν τις ενέργειες του 
συνοµιλητή τους, συγκροτούν τις µορφές δράσης τους ή αλλιώς ερµηνεύουν τους 
ρόλους τους. 

Σε κάποιες περιστάσεις, συγκροτείται η λεγόµενη δι-υποκειµενική ή από κοινού 
γνώση (Mercer, 2000), η οποία συνίσταται στην αµοιβαία αφοµοίωση της γλώσσας 
και των ενεργειών των ατόµων που µετέχουν στην αλληλεπίδραση (Steffe and 
Thompson, 2000). Έχοντας υπόψη το γεγονός ότι δεν υπάρχουν έρευνες στο χώρο της 
διδακτικής των µαθηµατικών που να µελετούν ταυτόχρονα την επίδραση όλων των 
στοιχείων της αλληλεπίδρασης στη συγκρότηση από κοινού γνώσης, 
πραγµατοποιήσαµε την έρευνά µας µε ερευνητικούς στόχους τη µελέτη της 
επίδρασης: 

• της γλώσσας,  
• των διαφόρων νορµών και  
• των ρόλων  

στη συγκρότηση από κοινού γνώσης, στα πλαίσια της συνεργατικής επίλυσης 
προβληµάτων. 

Μεθοδολογία 
Υποκείµενα της έρευνας ήταν 40 φοιτήτριες και φοιτητές του Παιδαγωγικού 
Τµήµατος (στο 3ο και 4ο έτος σπουδών), από τους οποίους ζητήθηκε να επιλέξουν το 
συνεργάτη τους για την επίλυση 3 προβληµάτων γεωµετρικής φύσης. Οι τρεις 
συναντήσεις (µία για κάθε πρόβληµα) πραγµατοποιήθηκαν στο χώρο του 
Εργαστηρίου ∆ιδασκαλίας των Μαθηµατικών του Π.Τ.∆.Ε. Ιωαννίνων µε µοναδικούς 
παρόντες τους δύο συνεργαζόµενους φοιτητές και τον παρατηρητή, του οποίου ο 
ρόλος ήταν παθητικός: απαντούσε µόνο σε ερωτήσεις διαδικαστικού τύπου και έδινε 
τις αρχικές οδηγίες. Οι οδηγίες που δόθηκαν στους φοιτητές αφορούσαν ζητήµατα 
διαδικαστικού χαρακτήρα (όπως η διάρκεια κάθε συνάντησης ή τα γεωµετρικά 
όργανα που έχουν στη διάθεσή τους) αλλά και την ίδια την αλληλεπίδραση: να 



εκφράζουν λεκτικά κάθε σκέψη τους και να προσπαθήσουν να συνεργαστούν για την 
επίλυση του προβλήµατος. 

Οι διάλογοι που προέκυψαν αποµαγνητοφωνήθηκαν και αναλύθηκαν βάσει της 
εµπειρικά θεµελιωµένης θεωρίας (grounded theory) (Strauss and Corbin, 1990), 
σύµφωνα µε την οποία οι µεταβλητές θεωρούνται εξαρτηµένες από το πλαίσιο της 
έρευνας και υπόκεινται σε συνεχή εξέταση για το αν είναι συµβατές µε τα φαινόµενα 
που περιγράφουν. Συγκεκριµένα, η ανάλυση πραγµατοποιήθηκε σε δύο επίπεδα, 
σύµφωνα µε τις αρχές των Lemke (1989) και Mercer (2000). 

Στο πρώτο επίπεδο επικεντρωθήκαµε στο γλωσσικό κώδικα εντοπίζοντας λέξεις ή 
εκφράσεις που σχετίζονται µε µαθηµατικές έννοιες ή διαδικασίες. Στη συνέχεια, 
στηριζόµενοι στην κατηγοριοποίηση της Pirie (1998) αποφασίσαµε να 
επικεντρωθούµε στις λέξεις και εκφράσεις που ανήκαν στην καθηµερινή και στην 
ψευδοµαθηµατική γλώσσα. [1] 

Στο δεύτερο επίπεδο εξετάσαµε τη χρήση των διαφόρων εκφράσεων ως µέσο 
έκφρασης κοινών αντιλήψεων (δηλαδή κοινωνικών ή κοινωνικοµαθηµατικών 
νορµών) ή µορφών συµπεριφοράς (δηλαδή ρόλων). Για τον εντοπισµό των νορµών 
χρησιµοποιήσαµε τη µεθοδολογία σχετικών ερευνών (Yackel, Cobb and Wood 1999, 
Yackel, Rasmussen and King, 2000)  στις οποίες επισηµαίνεται ότι ο εντοπισµός των 
διαφόρων νορµών γίνεται βάσει κανονικοτήτων που συναντώνται στην 
αλληλεπίδραση (Yackel and Cobb, 1996). Για την περιγραφή των ρόλων αρχικά 
κατηγοριοποιήσαµε κάθε έκφραση βάσει των εξής κατηγοριών (οι οποίες αποτελούν 
επέκταση της κατηγοριοποίησης του Bales, 1966): 

• Έκφραση βεβαιότητας (Β1) 
• Έκφραση συµφωνίας (Σ1) 
• Υποβολή πρότασης (ΠΡ1) 
• Κατάθεση γνώµης (Γ1) 
• Παροχή πληροφορίας (ΠΛ1) 
• Έκφραση αυτοσαρκασµού (Α1) 
• Έκφραση επιβράβευσης (ΕΠ1) 
• Ένδειξη εκτόνωσης έντασης (Ε1) 

• Έκφραση αβεβαιότητας (Β2) 
• Έκφραση διαφωνίας (Σ2) 
• Αναζήτηση πρότασης (ΠΡ2) 
• Αναζήτηση γνώµης (Γ2) 
• Αναζήτηση πληροφορίας (ΠΛ2) 
• Έκφραση ειρωνείας (Α2) 
• Έκφραση επίπληξης (ΕΠ2) 
• Ένδειξη έντασης (Ε2) 

Στη συνέχεια εξετάσαµε το κατά πόσο κάθε έκφραση σχετίζεται µε την ενίσχυση, τη 
διατήρηση, την αποδυνάµωση ή την απειλή κατά του προσώπου των µετεχόντων 
στην αλληλεπίδραση. ∆ηµιουργήσαµε έτσι τέσσερις κατηγορίες για τους ρόλους των 
φοιτητών. Τέλος, εξετάσαµε το κατά πόσο οι κατηγορίες των δύο επιπέδων που 
διακρίναµε επηρεάζουν τη συγκρότηση από κοινού γνώσης. Η µεθοδολογία που 
ακολουθήσαµε παρουσιάζεται στα παραδείγµατα που ακολουθούν. 

Παραδείγµατα ανάλυσης 
Πρώτο Παράδειγµα: Πρόβληµα 1 
Ο διάλογος που ακολουθεί αφορά στην επίλυση του πρώτου προβλήµατος που 
δόθηκε στους φοιτητές. Η εκφώνηση του προβλήµατος είναι η εξής:  

«Το παρακάτω σχέδιο πρόκειται να τοποθετηθεί σε µία µπλούζα. Έχετε το 
πρωτότυπο, και ο βιοτέχνης που θα σχεδιάσει τη µπλούζα το χρειάζεται άµεσα, 
δυστυχώς όµως δεν έχει φαξ ή σύνδεση στο διαδίκτυο. Έχει όµως ένα 
τετραγωνισµένο χαρτί ίδιων διαστάσεων µε αυτό του σχεδίου και µπορείτε να 



επικοινωνήσετε τηλεφωνικά µαζί του. Γράψτε τις ακριβείς οδηγίες που πρέπει να του 
δώσετε για την κατασκευή του σχεδίου».  

 
Το συγκεκριµένο ζεύγος απαρτίζουν δύο τεταρτοετείς φοιτήτριες, προερχόµενες από 
την 3η ∆έσµη. Οι εκφράσεις που σηµειώνονται µε έντονους χαρακτήρες ανήκουν στη 
µη µαθηµατική γλώσσα. Κάθε πρόταση ακολουθείται από την αντίστοιχη κατηγορία 
στην οποία εµπίπτει. 

140. Α. Λοιπόν, αυτό που σου ’πα θα γράψουµε.(ΠΡ1, Β1) 

141. Β. Ξαναπές το. (ΠΛ2) 

142. Α. Ότι θα… απ’ την ακτίνα στο Α, το πρώτο τεταρτηµόριο… Ε, τραβάµε µια γραµµή 
σε απόσταση τριών τετραγώνων. (ΠΛ1) 

143. Β. Τη διαγώνιο τριών τετραγώνων, συνεχοµένων. (ΠΛ1) 

144. Α. Ωραία. Το ίδιο κάνουµε και στο ∆ τεταρτηµόριο. (ΠΡ1) 

145. Β. Ωραία. Γράψ’ το ξανά στο πρόχειρο. Πριν το γράψεις. Μια ευθεία, η οποία, 
ξεκινάει από το… (Σ1, ΠΛ1)  

146. Α. Τι ευθεία; (ΠΛ2, Ε2) 

147. Β. Ένα λεπτό, να το σκεφτώ διαφορετικά. Προσπαθώ να βρω τα ονόµατα. (Ε1, Β2) 

148. Α. Εντάξει, δε χρειάζεται να τα βρεις τώρα, τα βρίσκουµε την επόµενη φορά. Έλα. 
(Α2, Ε2, Γ1) 

149. Β. Κάτσε. (Ε1, Γ1) 

150. Α. Και θα ’µαστε διαβασµένοι. Λοιπόν, να γράφουµε, αυτό που σου λέω θα κάνουµε: 
στην ακτίνα του κύκλου, µετράµε 45 µοίρες και τραβάµε µία γραµµή απόσταση 
τριών τετραγώνων. (Α2, Ε2, ΠΡ1, Β1) 

151. Β. Μία ευθεία η οποία τέµνει την ακτίνα…του κύκλου. (ΠΛ1, Β2) 

152. Α. ∆ε θα αρχίσουµε µε, δε θα βγάλουµε θεώρηµα εδώ τώρα. Λοιπόν, στο Α… εε… 
Λοιπόν, όταν λέµε τραβάµε µια γραµµή, από πού όµως; Από δω ή από δω;  
(Α2, Ε2, ΠΛ2) 

Αρχικά παρατηρούµε ότι ο διάλογος περιέχει αρκετές εκφράσεις καθηµερινής 
γλώσσας (π.χ. «ξεκινάει από» (145)) και ψευδοµαθηµατικής γλώσσας, οι οποίες 
περιλαµβάνουν: λανθασµένους µαθηµατικούς όρους («ευθεία» (145)), 
παραλλαγµένους µαθηµατικούς όρους («διαγώνιο τριών τετραγώνων» (143)) και 
περιγραφές διαδικασιών («τραβάµε µια γραµµή απόσταση τριών τετραγώνων» (150)). 
Είναι σαφές ότι το είδος της γλώσσας που χρησιµοποιείται είναι στην προκειµένη 
περίπτωση υπεύθυνο για το πρόβληµα που δηµιουργείται στην από κοινού 
αφοµοίωση των προτάσεων που συζητούνται. Αυτό το αναγνωρίζει η φοιτήτρια Β, η 
οποία δεν επιδιώκει απλά να βρει τα σωστά «ονόµατα» των µαθηµατικών 
αντικειµένων που εµπλέκονται, αλλά θέλει να το «σκεφτεί διαφορετικά». Με αυτή 



την έκφραση υποδηλώνεται η άµεση σχέση µεταξύ του γλωσσικού κώδικα και της 
συγκρότησης µαθηµατικής γνώσης. 

Περνώντας από το επίπεδο του γλωσσικού κώδικα στο επίπεδο χρήσης αυτού, αρχικά 
µπορούµε να επισηµάνουµε ότι η συµπεριφορά των δύο φοιτητριών είναι σαφώς 
διαφορετική. Η φοιτήτρια Α στην αρχή του αποσπάσµατος δηλώνει: «αυτό που σου 
’πα θα γράψουµε», εκφράζοντας έτσι τη βεβαιότητα για την ορθότητα της πρότασής 
της. ∆εν δίνει ιδιαίτερη σηµασία ούτε στη γλώσσα που χρησιµοποιεί αλλά ούτε στις 
επισηµάνσεις της συµφοιτήτριάς της (µε εξαίρεση το 152). Με άλλα λόγια, φαίνεται 
ότι δεν συµµορφώνεται πλήρως στις νόρµες της συνεργασίας και της σαφούς 
έκφρασης. Οι περισσότερες εκφράσεις της προσβλέπουν είτε στην ενίσχυση του 
προσώπου της (140, 150) είτε στην απειλή κατά του προσώπου της Β (148, 150, 152). 
Η φοιτήτρια Β από την άλλη, επιδεικνύει µια πιο συνεργατική συµπεριφορά µε την 
έννοια ότι δεν απορρίπτει την πρόταση της Α (141), αλλά συµµετέχει στην από 
κοινού διαµόρφωσή της. Στις ειρωνικές εκφράσεις της Α δεν απαντά άµεσα, 
επιδιώκοντας µε αυτό τον τρόπο να εκτονώσει την ένταση. Τελικά, ο συγκεκριµένος 
συνδυασµός των ρόλων φαίνεται ότι επιδρά θετικά στη συγκρότηση κοινών εννοιών 
αρκεί αυτές να προέρχονται από τη φοιτήτρια Α.  

∆εύτερο Παράδειγµα: Πρόβληµα 3 
Το τρίτο πρόβληµα που δόθηκε στους φοιτητές ήταν το εξής: 

«Στο παρακάτω σχέδιο απεικονίζεται η µπροστινή όψη ενός ενυδρείου, το οποίο έχει 
100 cm µήκος, 60 cm πλάτος και 40 cm ύψος. Το ενυδρείο έχει ανασηκωθεί έτσι 
ώστε το νερό να φτάνει ως το µέσο της βάσης του. Όταν το ενυδρείο επανέλθει στην 
οριζόντια θέση του, ποιο θα είναι το βάθος του νερού σε cm;» 

 
Ο διάλογος που ακολουθεί γίνεται µεταξύ δύο τεταρτοετών φοιτητριών, Κυπριακής 
καταγωγής, προερχόµενες από τον Οικονοµικό (η φοιτήτρια Α) και τον Κλασικό (η 
φοιτήτρια Β) κλάδο σπουδών στο Λύκειο. Ακολουθούµε τις συµβάσεις που 
περιγράφηκαν στο πρώτο παράδειγµα.  

100. Α: Πρώτα θα βρούµε το εµβαδόν ορθογωνίου τριγώνου που είναι βάση επί ύψος δια 
2. Το εµβαδόν είναι 50 επί 40 δια 2. Είναι βάσει των δεδοµένων των οποίων µας 
δίνεται στην άσκηση. Και βρίσκουµε ότι είναι 1000. (ΠΡ1, Β1) 

101. Β: Και βρίσκουµε το ορθογώνιο τετράγωνο διότι αντιστοιχεί... (ΠΛ1) 

102. Α: Ορθογώνιο τρίγωνο. (ΠΛ1) 

103. Β: Το ορθογώνιο τρίγωνο το οποίο αντιστοιχεί µε τη χωρητικότητα του νερού 
ουσιαστικά. (ΠΛ1) 

104. Α: Λοιπόν, αφού βρήκαµε το του τριγώνου δηλαδή, µη βάλω δηλαδή εδώ. Βρήκαµε το 
εµβαδόν ορθογωνίου τριγώνου, εµβαδόν ορθογωνίου τριγώνου στο οποίο βρίσκεται 
µέσα το νερό. (ΠΛ1) 



105. Β: Είναι η χωρητικότητα του νερού, ξέρω ’γώ, κάπως έτσι. Είναι το νερό σκέτο. 
(ΠΛ1, Β2) 

106. Α: Ακολούθως θα βρούµε, θα βρούµε το βάθος του νερού... (ΠΛ1) 

107. Β: Σ’ ένα... 

108. Α: Όταν επανέλθει στην οριζόντια θέση του, θέση του. Αφού γνωρίζουµε, αφού 
γνωρίζουµε ότι πρέπει το νερό να έχει... (ΠΛ1) 

109. Β: Εµβαδόν 1000, και ότι η βάση του ενυδρείου είναι 100. (ΠΛ1) 

110. Α: Ότι το εµβαδόν; (ΠΛ2) 

111. Β: Του νερού στο ορθογώνιο; (ΠΛ1, Β2) 

112. Α: Του νερού στο ενυδρείο, πρέπει να είναι 1000, άρα, αφού το µήκος του... (ΠΛ1) 

Και στο συγκεκριµένο απόσπασµα συναντούµε εκφράσεις καθηµερινής («το νερό 
σκέτο») και ψευδοµαθηµατικής γλώσσας («χωρητικότητα του νερού») και από τις 
δύο φοιτήτριες. Σε αντίθεση όµως µε το προηγούµενο παράδειγµα, η συγκεκριµένη 
γλώσσα δεν δηµιουργεί πρόβληµα από κοινού κατανόησης και αφοµοίωσης: και οι 
δύο φοιτήτριες κατανοούν τη µαθηµατική οντότητα την οποία συζητούν (π.χ. τον 
όγκο που καταλαµβάνει το νερό) και οδηγούνται έτσι στην από κοινού επίλυση του 
προβλήµατος. Η αναζήτηση της ορθής ορολογίας (δηλαδή της ορολογίας που ανήκει 
στην τυπική µαθηµατική γλώσσα) δεν επιδρά στη διαδικασία επίλυσης, αν εξαιρέσει 
κανείς το χρόνο που απαιτεί. 

Περνώντας στο δεύτερο επίπεδο ανάλυσης, διαπιστώνουµε ότι οι ρόλοι των 
φοιτητριών του συγκεκριµένου ζεύγους διαφέρουν από αυτούς του πρώτου 
παραδείγµατος. Μια πρώτη παρατήρηση είναι ότι απουσιάζει η όποια (έκδηλη) 
προσπάθεια ενίσχυσης ή απειλής κατά του προσώπου. Οι Α, Β συµµετέχουν ισότιµα 
στη διαµόρφωση της πρότασής τους, συµµορφούµενες έτσι στη νόρµα της 
συνεργασίας (αυτό καταδεικνύει και το πρώτο πληθυντικό πρόσωπο των 
περισσότερων ρηµάτων που χρησιµοποιούν). Επίσης, τους απασχολεί ο τρόπος 
έκφρασης (νόρµα σαφούς έκφρασης). Οι ρόλοι που υιοθετούν οι δύο φοιτήτριες στο 
συγκεκριµένο απόσπασµα είναι παρόµοιοι και διακρίνονται από την προσπάθεια 
ουσιαστικής και απρόσκοπτης συνεργασίας και την αποφυγή οποιωνδήποτε 
εντάσεων. Προφανώς πρόκειται για την ιδανική περίπτωση συνδυασµού ρόλων, όσον 
αφορά τη συγκρότηση από κοινού µαθηµατικής γνώσης. 

Σύνοψη των αποτελεσµάτων της έρευνας 
Η ανάλυση όλων των αποµαγνητοφωνηµένων διαλόγων µας οδήγησε σε χρήσιµα 
συµπεράσµατα όσον αφορά τους αρχικούς ερευνητικούς µας στόχους. Συγκεκριµένα, 
η ανάλυση του γλωσσικού κώδικα, δηλαδή των εκφράσεων καθηµερινής και 
ψευδοµαθηµατικής γλώσσας µας οδήγησε στον παρακάτω συνοπτικό πίνακα, ο 
οποίος αναφέρεται στις έννοιες και τις διαδικασίες που εισήχθησαν µέσω αυτής 
γλώσσας.  

 

 



Πρόβληµα Εισαχθείσες έννοιες  
Κοινές 
έννοιες 

Εισαχθείσες 
διαδικασίες 

Κοινές 
διαδικασίες 

1 126 78 134 61 

2 26 17 48 32 

3 52 28 63 33 
 

Κοινές έννοιες και διαδικασίες σε µη τυπική µαθηµατική γλώσσα 
Παρατηρούµε ότι η µοναδική περίπτωση στην οποία το ποσοστό των κοινών 
εννοιών/διαδικασιών γίνεται χαµηλότερο του 50% είναι στο Πρόβληµα 1 και αφορά 
διαδικασίες. Έχοντας υπόψη και το πρώτο παράδειγµα ανάλυσης που παραθέσαµε, 
παρατηρήσαµε ότι η χρήση µη αυστηρά µαθηµατικής γλώσσας δηµιουργεί 
προβλήµατα όταν αφορά γεωµετρικές κατασκευές. Το Πρόβληµα 1 είναι το µοναδικό 
που απαιτούσε γεωµετρικές κατασκευές και γι’ αυτό το λόγο, οι φοιτητές συνάντησαν 
εµπόδια στη συγκρότηση από κοινού γνώσης, εµπόδια που προήλθαν από την ίδια τη 
γλώσσα που χρησιµοποιούσαν. 

Περνώντας στο δεύτερο επίπεδο ανάλυσης, οµαδοποιήσαµε τις νόρµες συµπεριφοράς 
στις εξής κατηγορίες, από τις οποίες οι τέσσερις πρώτες αφορούν κοινωνικές και οι 
επόµενες αφορούν κοινωνικοµαθηµατικές νόρµες: 

• Συνεργασίας: ο οµιλητής λαµβάνει υπόψη τις απόψεις του συνοµιλητή του 
και συνεργάζεται µε αυτόν στην επίλυση του προβλήµατος 

• Αµοιβαίας κατανόησης: ο οµιλητής ενδιαφέρεται για την κατανόηση του 
συνοµιλητή του και προχωρά µόνο αφού έχει βεβαιωθεί για αυτή 

• Κατανόησης από τρίτο: η λύση διατυπώνεται µε τρόπο που να είναι 
κατανοητή από κάποιον τρίτο (π.χ. στο Πρόβληµα 1 το βιοτέχνη) 

• Σαφούς έκφρασης: η λύση είναι διατυπωµένη µε σαφήνεια 
• Μαθηµατικής δικαιολόγησης: µία µέθοδος επίλυσης είναι αποδεκτή αν 

τεκµηριώνεται και δικαιολογείται βάσει λογικών συλλογισµών που 
περιέχουν µαθηµατικές έννοιες ή διαδικασίες 

• Σχετικότητας της λύσης: µία προτεινόµενη λύση ή διαδικασία είναι 
αποδεκτή αν ικανοποιεί κάποιες συνθήκες οι οποίες τίθενται από τα 
δεδοµένα του προβλήµατος ή από το κοινωνικο-µαθηµατικό πλαίσιο που 
περιβάλλει το πρόβληµα 

• Οριοθέτησης των µαθηµατικών: υπάρχει σαφής διαχωρισµός ανάµεσα σε 
ένα «µαθηµατικό» και σε ένα «πρακτικό» τρόπο επίλυσης ενός 
προβλήµατος. Σε κάποιες περιπτώσεις η νόρµα αυτή περιγράφει και τα όρια 
που – σύµφωνα µε τους φοιτητές – υπάρχουν ανάµεσα σε κλάδους των 
µαθηµατικών, και ειδικότερα ανάµεσα στην άλγεβρα και τη γεωµετρία 

• Επαλήθευσης: για κάθε διαδικασία επίλυσης υπάρχει και µία αντίστοιχη 
διαδικασία επαλήθευσης. 

Όσον αφορά την επίδραση των παραπάνω νορµών στη συγκρότηση από κοινού 
γνώσης, παρατηρήσαµε ότι αν και κάποιες νόρµες ήταν σε ισχύ και στα τρία 
προβλήµατα, η επίδρασή τους δεν ήταν η ίδια. Αυτό µας οδήγησε στην εξέταση της 
αλληλεξάρτησης µεταξύ των νορµών, δηλαδή το κατά πόσο η ύπαρξη µιας νόρµας 
υποβοηθά ή παρεµποδίζει την ισχύ µιας άλλης. Η πιο χαρακτηριστική περίπτωση που 
εντοπίσαµε αφορά το Πρόβληµα 1: το ζητούµενο του προβλήµατος ήταν η 
καταγραφή µιας σειράς οδηγιών που απευθύνονται σε ένα βιοτέχνη. Οι φοιτητές 



επιδιώκοντας να είναι όσο το δυνατόν πιο κατανοητοί από αυτόν (Νόρµα κατανόησης 
από τρίτο), έκαναν πιο απλοϊκή την έκφρασή τους (Νόρµα σαφούς έκφρασης), 
εµπλουτίζοντάς την µε εκφράσεις µη µαθηµατικής γλώσσας. Αυτό, όπως έχουµε ήδη 
αναφέρει δηµιούργησε προβλήµατα στη συγκρότηση από κοινού γνώσης. 

Τέλος, οι ρόλοι που υιοθετήθηκαν από τους φοιτητές κατηγοριοποιήθηκαν ως εξής: 

• Συνεργατικός αξιολογητής: σπάνια εκφράζει µε απόλυτο τρόπο τις 
προτάσεις του, ενδιαφέρεται για την τεκµηρίωση των προτάσεων που είναι 
προς συζήτηση, ζητά πάντα τη γνώµη του συνοµιλητή του και γενικά, 
συµµορφώνεται σε όλες τις νόρµες που είναι σε ισχύ (π.χ. η φοιτήτρια Β του 
πρώτου παραδείγµατος και οι δύο φοιτήτριες του δεύτερου παραδείγµατος) 

• Συνεργατικός καθοδηγητής: εκφράζει µε βεβαιότητα τις προτάσεις του, 
ζητά γενικά τη γνώµη του συνοµιλητή του, και συµµορφώνεται στις νόρµες 
συµπεριφοράς, αρκεί να µην είναι σε βάρος του προσώπου του 

• Εγωκεντρικός καθοδηγητής: εκφράζει µε απόλυτο τρόπο τις προτάσεις 
του, σπάνια ζητά τη γνώµη του συνοµιλητή του, και γενικά δίνει µεγάλη 
σηµασία στη διατήρηση του προσώπου του (π.χ. η φοιτήτρια Α του πρώτου 
παραδείγµατος) 

• Παθητικός συνεργάτης: σπάνια εκφράζει µε βεβαιότητα τις προτάσεις του, 
οι οποίες είναι λίγες συγκριτικά µε τους προηγούµενους ρόλους, 
συµµορφώνεται στις νόρµες συµπεριφοράς και δείχνει να µην τον 
ενδιαφέρει τόσο η διατήρηση του προσώπου του, όσο η οµαλή διεξαγωγή 
της συνάντησης. 

Η επίδραση των συνδυασµών των ρόλων στη συγκρότηση από κοινού γνώσης ήταν 
γενικά θετική µε εξαίρεση τα ζεύγη στα οποία υπήρχε ένας εγωκεντρικός 
καθοδηγητής: σε αυτά τα ζεύγη το εύρος των εννοιών προς διαπραγµάτευση 
περιοριζόταν αισθητά. Αυτό είχε µε τη σειρά του ως αποτέλεσµα οι φοιτητές να 
αναλώνονται στη διαπραγµάτευση εννοιών, µόνο και µόνο επειδή ο καθοδηγητής του 
ζεύγους επέµενε σε αυτές. Το πρόβληµα αυτό εµφανίστηκε σε µικρότερο βαθµό στις 
περιπτώσεις των συνεργατικών καθοδηγητών. 

Συµπεράσµατα 
Η παρούσα έρευνα, αν και αποτελεί µελέτη περίπτωσης, µας οδηγεί σε χρήσιµα 
συµπεράσµατα όσον αφορά τη διδασκαλία των µαθηµατικών µέσω της συνεργατικής 
επίλυσης προβληµάτων. Καταρχάς, η χρήση µη αυστηρά µαθηµατικής γλώσσας δεν 
πρέπει να ερµηνεύεται ως ένδειξη µη κατανόησης. Πολλές φορές αυτή η γλώσσα 
αποδεικνύεται εξίσου αποτελεσµατική στην από κοινού διαπραγµάτευση 
µαθηµατικών εννοιών και διαδικασιών (µε εξαίρεση τις γεωµετρικές κατασκευές 
όπου κρίνεται ανεπαρκής). Ακόµη πιο σηµαντικά είναι τα συµπεράσµατα που 
αφορούν τις άλλες συνιστώσες της αλληλεπίδρασης. Οι κοινές αντιλήψεις που 
εγκαθίστανται κατά τη διάρκεια της αλληλεπίδρασης (δηλαδή οι νόρµες) επιδρούν 
σηµαντικά στην από κοινού διαµόρφωση των µαθηµατικών εννοιών που προκύπτουν. 
Αν και επικρατεί η άποψη ότι οι νόρµες δεν µπορούν να διδαχθούν µε την απλή 
αναφορά τους (Sfard, 2000, σ. 185), αυτό δεν αποκλείει τη δηµιουργία από τον 
εκπαιδευτικό ενός πλαισίου µάθησης, εντός του οποίου θα αξιολογούνται οι κοινές 
αντιλήψεις που διέπουν τις πρακτικές επίλυσης προβλήµατος. Με αυτό τον τρόπο 
µπορούν να εντοπιστούν οι αντιλήψεις που παρεµποδίζουν την από κοινού 
αφοµοίωση των εννοιών. Τέλος, η ανάλυση των ρόλων που υιοθέτησαν οι φοιτητές 
καταδεικνύει ότι οι µετέχοντες στην εκπαιδευτική διαδικασία ενδιαφέρονται 



σηµαντικά  για τη διατήρηση του προσώπου τους. Έτσι, οι ενδεχόµενες αποτυχίες 
κάποιου µαθητή µπορεί να προέρχονται από το ρόλο που έχει υιοθετήσει ο ίδιος ή ο 
συνεργάτης του στην οµάδα εργασίας. Σε µια τέτοια περίπτωση µπορεί να κριθεί 
αναγκαία η αλλαγή της σύνθεσης µιας οµάδας. Γενικά, τα προηγούµενα 
συµπεράσµατα συγκλίνουν στο ότι η όλη διαδικασία συγκρότησης της µαθηµατικής 
γνώσης πρέπει να στραφεί στις συνθήκες που τη συνοδεύουν και στις 
αλληλεπιδράσεις που την καθορίζουν.  

Σηµειώσεις 
Σηµείωση 1: Σύµφωνα µε την Pirie (1998), η ψευδοµαθηµατική γλώσσα (quasi-mathematical 
language) χρησιµοποιείται κυρίως από τους µαθητές και το µαθηµατικό της νόηµα δεν είναι 
πάντα προφανές για τους άλλους (όπως για παράδειγµα το δάσκαλο). Για τους σκοπούς της 
έρευνάς µας, σε αυτή την κατηγορία εντάξαµε και όλες τις λαθεµένες µαθηµατικές 
εκφράσεις. 
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