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Περίληψη  
Στην παρούσα εργασία προτείνουµε την έννοια της διαµεσολαβηµένης εκτίµησης ως διδακτική 
προσέγγιση της έννοιας της συνάρτησης. Ερευνούµε τους ιδιαίτερους τρόπους µε τους οποίους 
οι µαθητές δηµιουργούν µία τριγωνοµετρική συνάρτηση συνοψίζοντας διαδικασίες µέτρησης 
στο φυσικό περιβάλλον. Η έρευνα πραγµατοποιήθηκε µέσα σε ένα µαθησιακό περιβάλλον το 
οποίο ευνοούσε µετρήσεις και ήταν πλούσιο σε εργαλεία, η παρουσία των οποίων υπήρξε 
καθοριστική στην κατασκευή και διερεύνηση των ιδιοτήτων των συναρτήσεων από τους 
µαθητές.  
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Εισαγωγή 

Η έννοια της συνάρτησης είναι κεντρική στα Μαθηµατικά και τις εφαρµογές τους. Η 
λιτότητα του σηµερινού συνολοθεωρητικού ορισµού κρύβει βαθιά την ιστορική 
εµπειρία που τον διαµόρφωσε. Η εµπειρία αυτή περιελάµβανε, εκτός των άλλων, την 
έµµεση µέτρηση, τη µέτρηση δηλαδή ενός ποσού y µέσω ενός άλλου ποσού χ. Στην 
παρούσα εργασία, προτείνεται και ερευνάται η διδασκαλία µιας συγκεκριµένης 
συνάρτησης, της τριγωνοµετρικής εφαπτοµένης,  ως έµµεση µέτρηση. Η επιλογή της 
συνάρτησης αυτής δεν είναι τυχαία αφού η εξέλιξή της είναι συνδεδεµένη µε 
προβλήµατα µέτρησης στο φυσικό περιβάλλον και µε την ανάπτυξη και χρήση 
εργαλείων, γεγονός που αξιοποιούµε διδακτικά.  

Θεωρητικό πλαίσιο  

Επιστηµολογική – ιστορική ανίχνευση της έννοιας της συνάρτησης  
Πρώιµες µορφές συναρτησιακών συσχετισµών ανιχνεύουµε και στην αρχαιότητα, 
αλλά ένας συνθετικός ορισµός δεν στάθηκε σ’ εκείνη την εποχή αναγκαίος. Η 
νεοτερικότητα, θα µετατοπιστεί σε ένα άλλο επίπεδο αφαίρεσης που θα προκύψει µε 
την µετατροπή του λόγου σε ratio, δηλαδή σε υπολογιστική σχέση µε αριθµητικό 
αποτέλεσµα. Η επιστήµη, µέσα στο νέο εννοιολογικό πλαίσιο που κυριάρχησε , 
κατάφερε το ξεπέρασµα των επιστηµολογικών εµποδίων, που δεν της επέτρεπαν να 
µελετήσει την κίνηση και να κάνει µαθηµατική κινηµατική (Koyré, 1994). Από τα 
τέλη του 17ου αιώνα, αυτή η υπολογιστική αντίληψη οδήγησε στην δηµιουργία  του 
Απειροστικού Λογισµού (Boyer 1989). Στο πλαίσιο αυτών των διεργασιών, θα 
προκύψει ένας µεγάλος αριθµός αποτελεσµάτων και θα ανοιχτεί ένας ευρύς ορίζοντας 
µαθηµατικών εµπειριών, που θα απαιτήσει όλο και πιο εκλεπτυσµένα εργαλεία, όπως 
η ιδέα της συνεξάρτησης µεταβλητών, οπότε διατυπώνονται οι πρώτοι ορισµοί που 



αφορούν την συνάρτηση από τους Bernoulli, Euler, Cauchy κ.ά. (Katz 1993). Τα 
µειονεκτήµατα εκείνων των ορισµών ήταν κυρίως ότι έβλεπαν συµµετρικά  
εξαρτηµένη και ανεξάρτητη µεταβλητή, όπως εµφανίζονται σε µια σχέση, (π.χ 
εξίσωση κύκλου) και επιπλέον δεν µπορούσαν να αποχωρίσουν την χρονικότητα από 
την ιδέα της µεταβλητής, κληρονοµιά αναπόφευκτη για µια έννοια που γεννήθηκε 
από την µελέτη της κίνησης. Τελικά, ο Dirichlet το 1837 θα καταλήξει στη 
διατύπωση: “Η µεταβλητή ψ είναι συνάρτηση της µεταβλητής χ η οποία ορίζεται στο 
διάστηµα α <χ <β, αν σε κάθε τιµή της µεταβλητής χ από αυτό το διάστηµα 
αντιστοιχεί µια µόνη τιµή της µεταβλητής ψ, ανεξάρτητα από τη µορφή της 
αντιστοιχίας”. Στον ορισµό αυτό, αν και διατηρείται ο όρος µεταβλητή αλλά ενέχει  
θέση νοητής επιλογής ενός πραγµατικού αριθµού χ, α <χ <β. Εκείνο ωστόσο που 
αποτελεί το µεγάλο βήµα του ορισµού σε σχέση µε τους παλιότερους, είναι η επιλογή 
από όλες τις σχέσεις εκείνων που εµπεριέχουν τον συσχετισµό της µορφής πολλά – 
ένα, προσδίδοντας στην έννοια κάτι πιο ισχυρό από  απλό συσχετισµό: εµφανίζεται 
ξεκάθαρα το µονοσήµαντο της τιµής ψ. Η συνάρτηση, στην µαθηµατική πρακτική, 
αποτελεί µια ειδική σχέση που προσφέρεται ιδιαίτερα στους υπολογισµούς. Στην 
ουσία πρόκειται για την εκτίµηση ενός µεγέθους ψ, η οποία όµως ανάγεται στην 
εκτίµηση ενός άλλου µεγέθους χ µέσω µιας σχέσης. Το ψ έρχεται να αποτελέσει τον 
στόχο,  που επιδιώκεται να γνωρίζουµε την τιµή του, σε ένα πλαίσιο διαχείρισης, την 
στιγµή που το χ µας είναι το άµεσα προσπελάσιµο. Μια µέτρηση ενός µεγέθους έχει 
πάντα µία τιµή.  Με αυτή την οπτική θα λέγαµε ότι η συνάρτηση προσφέρεται ως 
εργαλείο, ως διαµεσολαβηµένη εκτίµηση ή και περιγραφή. Ο Fraenkel (1966, σελ. 
23) εκφράζει χαρακτηριστικά το συγκεκριµένο ζήτηµα ως εξής: “Η συνάρτηση   που 
χαρακτηρίζει το θερµογράφο είναι µονότιµη, για κάθε στιγµή   αντιστοιχεί µια κάποια 
θερµοκρασία. Αν, οποτεδήποτε, ρωτήσουµε σε ποια χρονική τιµή είχαµε µια 
συγκεκριµένη θερµοκρασία η απάντηση δίδεται από µια συνάρτηση - Η αντίστροφη 
της συνάρτησης   είναι εν γένει µη µονότιµη καθόσον διαφορετικές χρονικές στιγµές 
έχουν διαφορετική µπορεί να έχουν την αυτή θερµοκρασία. Η ιδέα του µονότιµου 
αλλά µη αναπόφευκτα αντιστρεπτού είναι χρήσιµη στην ανάλυση”. 

Ο σύγχρονος ορισµός της συνάρτησης διαµορφώνεται µετά τον Hausdorff (1914), ο 
οποίος δίνει τον ορισµό του διατεταγµένου ζεύγους.   Κατά συνέπεια, µπορούµε να 
πούµε εν συντοµία τα εξής: Η συνάρτηση ως τυπική µαθηµατική έννοια αποτελεί µια 
νοητική κατασκευή που ολοκληρώθηκε σχετικώς πρόσφατα. Πρόκειται για µια 
σύνοψη και ενοποίηση πολλών εν πρώτοις διαφορετικών εµπειριών και νοητικών 
εργαλείων, που  µαθηµατικοί και  επιστήµονες εν γένει χρησιµοποίησαν για να 
λύσουν προβλήµατα και να συγκροτήσουν θεωρίες.  

Η διδακτική µεταφορά της συνάρτησης  

Εξαιτίας της ιστορικής συµπύκνωσης η έννοια της συνάρτησης είναι  αφηρηµένη και 
παρουσιάζει δυσκολίες για την διδακτική της µεταφορά. Η πολυπλοκότητα της 
έννοιας της συνάρτησης έχει απασχολήσει ιδιαίτερα τους ενασχολούµενους µε την 
διδακτική των Μαθηµατικών και έχει συντελέσει σε µια πολυδιάστατη µελέτη της 
έννοιας (Dubinsky & Harel 1992, Sierpinska 1992). ∆εν πρέπει  ακόµη να αγνοηθεί 
το ότι µέσα στο πλαίσιο της γνωστικής ψυχολογίας, έχουν γίνει προσπάθειες για την 
αναγωγή σε  σωµατικές κιναισθητικές εµπειρίες, που προκύπτουν δια µέσου των 
δράσεων των υποκειµένων και θα µπορούσαν να αποτελέσουν το βιωµατικό 
υπόστρωµα, ώστε να γίνει κατανοητή µια τέτοια έννοια, (Piaget et al, 1977). Όταν 
ζητηθεί από τους µαθητές να δώσουν ένα παράδειγµα συνάρτησης, στην πλειονότητά 
τους καταφεύγουν σε παραδείγµατα συναρτήσεων 1-1 (Evagelidou et al, 2004). Το 
γεγονός αναµενόµενο καθόσον η έννοια της αντιστοιχίας 1-1 προσφέρεται άµεσα στο 



νου µε τις πρώτες ιδέες απαρίθµησης. Ωστόσο, εκείνο που αναφύεται πιο δύσκολο 
είναι η ιδέα της συνάρτησης ως πολλά – ένα καθώς προκύπτει ως µια αδικαιολόγητη 
προτίµηση από όλες τις σχέσεις που δίνονται ως υποσύνολα του καρτεσιανού 
γινοµένου εκείνες του τύπου: για τα ζεύγη (χ, ψ 1 ), (χ, ψ 2 ) να ισχύει  ψ 1  = ψ 2 . Το 
γεγονός εµφανίζεται ως αυθαίρετος κανόνας για αποστήθιση. Έτσι, ο µαθητής 
έρχεται να γνωρίζει ότι το γράφηµα µιας παραβολής αναπαριστά συνάρτηση αλλά αν 
περιστραφεί κατά 90 παύει να αναγνωρίζεται ως τέτοια. Ο Piaget έχει αναζητήσει 
κιναισθητικές εµπειρίες που να αποτελούν στοιχεία βίωσης του πολλά – ένα. Πολλές 
διαφορετικές δράσεις καταλήγουν στο ίδιο αποτέλεσµα, π.χ. ένα σηµείο το 
προσεγγίζω µε πολλούς δρόµους (Chapman et al 1988). 

Στην παρούσα εργασία, αυτό που προτείνουµε είναι το παράδειγµα της περιοδικής 
συνάρτησης και συγκεκριµένα της τριγωνοµετρικής εφαπτοµένης, η κατασκευή της 
οποίας µπορεί να στηριχτεί σε κιναισθητικές εµπειρίες καθώς οι µαθητές 
χρησιµοποιούν εργαλεία µέτρησης. Επιπλέον, ως περιοδική συνάρτηση είναι ένα 
αντιπροσωπευτικό δείγµα συνάρτησης ‘πολλά-ένα’, ενώ συγχρόνως µπορεί να 
θεωρηθεί ως διαµεσολαβηµένη µέτρηση.  

Αρκετές έρευνες σχετίζονται µε τον τρόπο που οι µαθητές κατασκευάζουν 
συναρτήσεις καθώς χρησιµοποιούν φυσικά εργαλεία, (Da Costa & Magina 1998), 
(Noble et al 2001(α)), (Noble et al (β)) . Στις έρευνες αυτές, έχει επισηµανθεί η αξία 
της χρήσης φυσικών µηχανισµών σε συνδυασµό µε υπολογιστικά εργαλεία για την 
κατανόηση µαθηµατικών εννοιών, µε ιδιαίτερη έµφαση στις περιοδικές συναρτήσεις 
και την συνάρτηση ηµίτονο. Η µαθηµατική έννοια που σχετίζεται µε την παρούσα 
έρευνα είναι η τριγωνοµετρική εφαπτοµένη για την οποία η βιβλιογραφία 
παρουσιάζει σχετικό έλλειµµα.  

Η έννοια της συνάρτησης στην ελληνική δευτεροβάθµια εκπαίδευση 
Η συνάρτηση ορίζεται για πρώτη φορά στην Β΄ Γυµνασίου, ως αλληλεξάρτηση δύο 
ποσοτήτων. Η έννοια στην τάξη αυτή διδάσκεται ως «η διαδικασία µε την οποία για 
κάθε τιµή της µεταβλητής χ θα βρίσκουµε την αντίστοιχη τιµή της µεταβλητής ψ». 
Στις οδηγίες του Παιδαγωγικού Ινστιτούτου (Π.Ι) είναι εµφανής η πολυσηµία της 
έννοιας: «Με κατάλληλα παραδείγµατα από την καθηµερινή ζωή διαπιστώνεται ότι 
υπάρχει αλληλεξάρτηση µεταξύ δύο µεγεθών, η οποία εκφράζεται µε µία ισότητα που 
συνδέει τις αντίστοιχες τιµές των δύο µεγεθών. Η ισότητα αυτή ορίζει µία 
συγκεκριµένη διαδικασία µε την οποία σε κάθε τιµή µιας µεταβλητής χ 
αντιστοιχίζεται µία µόνο τιµή µιας άλλης µεταβλητής ψ. Μία τέτοια διαδικασία 
ονοµάζεται συνάρτηση»  Εδώ αναφέρονται όλες σχεδόν οι σηµασίες της έννοιας της 
συνάρτησης ως αλληλεξάρτηση, ως ισότητα, ως διαδικασία και εµµέσως ως 
αντιστοιχία, ενώ κατά προτεραιότητα θεµατοποιείται το χ!  

Στην Γ΄ Γυµνασίου, εισάγεται διακριτικά η έννοια της συνάρτησης, ως µηχανισµός µε 
τον οποίο γίνεται η αντιστοιχία και σηµειώνεται ότι: «µία συνάρτηση περιγράφεται 
όταν γνωρίζουµε για κάθε τιµή του χ το f(χ)», και πάλι η προτεραιότητα του χ δεν 
αφήνει να φανεί ο στόχος: µέτρηση του ψ, εποµένως αναµενόµενη τιµή µία!  

Στην Α΄ Λυκείου, η συνάρτηση είναι : «Μία διαδικασία (κανόνας) από ένα σύνολο Α 
σε ένα σύνολο Β µε την οποία κάθε στοιχείο του συνόλου Α αντιστοιχίζεται σε ένα 
ακριβώς στοιχείο του Β». Αλλά κανόνας είναι και µια σχέση εν γένει! Είναι 
χαρακτηριστικό ότι ενώ στις οδηγίες του Π.Ι για το Γυµνάσιο υπογραµµίζεται η 
σηµασία των παραδειγµάτων από την καθηµερινή εµπειρία του µαθητή στις οδηγίες 
για το Λύκειο απουσιάζει µία τέτοια υπόδειξη. 



Στην Β΄ Λυκείου, για την συνάρτηση ψ=εφχ, το σχολικό βιβλίο αναφέρει τα εξής: « 
Όπως γνωρίζουµε για κάθε γωνία ω υπάρχει µια µόνο τιµή του ηµω, έτσι ορίζεται µία 
συνάρτηση µε την οποία κάθε γωνία ω αντιστοιχίζεται στο ηµίτονό της. Όµοια, 
ορίζονται και οι άλλες τριγωνοµετρικές συναρτήσεις γωνιών». Λίγο παρακάτω: «Η 
συνάρτηση εφαπτοµένη που συµβολίζεται µε εφ, ορίζεται ως εξής:  εφχ=ηµω/συνω . 
Είναι φανερό ότι το πεδίο ορισµού της συνάρτησης εφ είναι το σύνολο R1 = {χ/συνχ 
≠ 0}. Επειδή, για κάθε χ που ανήκει στο R1 ισχύει εφ(χ+π)=εφ(χ-π)=εφχ, η 
συνάρτηση εφαπτοµένη είναι περιοδική συνάρτηση µε περίοδο π.» Όσον αφορά στην 
γραφική παράσταση της εφαπτοµένης αυτή κατασκευάζεται µέσω ενός πίνακα τιµών. 
Η έννοια της ασύµπτωτης, της γραφικής παράστασης της εφαπτοµένης περιγράφεται, 
ως εξής: «Όταν ο χ τείνει στο π/2 από µικρότερες τιµές η εφx τείνει στο +∞. Γι αυτό 
λέµε ότι η ευθεία χ=π/2 είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της 
f.». Στην ουσία η συνάρτηση της τριγωνοµετρικής εφαπτοµένης περιγράφεται ως µία 
µαθηµατική έννοια που προκύπτει από την συµβολική σύµπλεξη ηµιτόνου και 
συνηµιτόνου.  

Η έρευνα  
Ερευνητικά ερωτήµατα  
Μέσα στα πλαίσια των προβληµατισµών που αναφέρθηκαν προηγουµένως, 
σχεδιάστηκε ένα ερευνητικό project του οποίου το πρώτο µέρος είχε διάρκεια 
περίπου 3 χρόνια. Ένα µέρος των γενικών ερευνητικών ερωτηµάτων αφορούσε στους 
ιδιαίτερους τρόπους µε τους οποίους προβλήµατα µετρήσεων θα µπορούσαν να 
αποτελέσουν για τους µαθητές, ένα πλαίσιο συγκρότησης της έννοιας της 
συνάρτησης. Έµφαση είχε δοθεί σε εκείνες τις συναρτήσεις που συνδέονται µε 
µετρήσεις στον φυσικό χώρο, ιδιαίτερα δε της τριγωνοµετρικής εφαπτοµένης. Η όλη 
ερευνητική agenda βασίστηκε σε δύο υποθέσεις: α) Το πλήθος κι οι δυνατότητες των 
εργαλείων, που διαθέτει ο µαθητής, είναι κρίσιµος παράγοντας στην µαθησιακή 
διαδικασία.β) Ένα µαθησιακό περιβάλλον που συνδυάζει εργαλεία µετρήσεων και 
τον υπολογιστή ευνοεί την κατασκευή από τους µαθητές της έννοιας της συνάρτησης 
ως διαµεσολαβηµένη µέτρηση.Οι υποθέσεις αυτές µας οδήγησαν στα παρακάτω 
ερευνητικά ερωτήµατα:  

• Ποιες είναι οι ιδιαίτερες δράσεις µαθηµατικοποίησης από την µεριά των 
µαθητών καθώς εργάζονται µέσα σε ένα µαθησιακό περιβάλλον, που 
συνδυάζει φυσικά εργαλεία µετρήσεων και υπολογιστικές προσοµοιώσεις 
τους.  

• Πως οι δράσεις αυτές συµβάλουν στην δηµιουργία νοηµάτων σχετικών µε 
την έννοια της τριγωνοµετρικής εφαπτοµένης, και των ιδιοτήτων της.  

Σχεδιασµός και µεθοδολογία 
Ο σχεδιασµός της έρευνας βασίστηκε στις δύο γενικές 
υποθέσεις που αναφέρθηκαν προηγουµένως ενώ για την 
υλοποίησή της κατασκευάστηκε ένα εργαλείο µέτρησης του 
ύψους ενός αποµακρυσµένου απρόσιτου αντικειµένου. Όταν 
περιστρέφεται ο δείκτης, χωρίς να µεταφέρεται το εργαλείο, 
τότε τα µεγέθη που µεταβάλλονται είναι η γωνία ω και το ύψος 
εστίασης h πάνω στον τοίχο. Η µέτρηση της γωνίας ω 

µπορούσε να γίνει άµεσα µε το µοιρογνωµόνιο Μ που έφερε ο δείκτης πάνω του. Η 
σταθερή απόσταση από τον τοίχο µπορούσε να µετρηθεί µε ένα µέτρο το οποίο είχαν 
στην διάθεσή τους οι µαθητές. Επιπλέον, χρησιµοποιήθηκαν λογισµικά µε τα οποία 

 



δηµιουργήσαµε προσοµοιώσεις των εργαλείων, µε στόχο την κατασκευή ενός 
µαθησιακού περιβάλλοντος στο οποίο να συνδυάζονται-συντονίζονται τα φυσικά µε 
τα υπολογιστικά εργαλεία. Η λειτουργία των φυσικών εργαλείων ήταν άγνωστη 
στους µαθητές, οπότε η κατάσταση προβλήµατος αφορούσε στον τρόπο µε τον οποίο 
θα έπρεπε να χρησιµοποιήσουν τα εργαλεία αυτά, ώστε να µετρήσουν ένα ορισµένο 
ύψος µέσα στο φυσικό περιβάλλον. 

Η πιλοτική έρευνα διήρκεσε περίπου 18 µήνες και µέσω αυτής εντοπίστηκαν 
δυσλειτουργίες και ασάφειες που είχαν υπεισέλθει στον σχεδιασµό του µαθησιακού 
περιβάλλοντος. Για παράδειγµα, το δύσχρηστο εργαλείο µέτρησης αντικαταστάθηκε 
από ένα περισσότερο ευέλικτο και το αρχικό λογισµικό (sketchpad) αντικαταστάθηκε 
από το λογισµικό ‘Χελωνόκοσµος’ της υπολογιστικής πλατφόρµας ‘Αβάκιο’ που έχει 
αναπτύξει το Εργαστήριο Εκπαιδευτικής τεχνολογίας του Πανεπιστηµίου της 
Αθήνας. Το τελευταίο θεωρήθηκε αναγκαίο, γιατί σε µελέτη περίπτωσης δύο ζευγών 
µαθητών διαπιστώθηκε ότι το λογισµικό αυτό ευνοούσε την συναρτησιακή 
διαχείριση των προσοµοιώσεων.  

Η κυρίως έρευνα διήρκεσε 18 µήνες επίσης και σε αυτήν συµµετείχαν 12 οµάδες των 
δύο ή τριών µαθητών, τόσο της Γ΄ Γυµνασίου όσο και της Α΄ Λυκείου. Οι µαθητές 
κάθε οµάδας απασχολήθηκαν 7-9 ώρες στο εργαστήριο υπολογιστών του σχολείου 
τους εκτός ωραρίου λειτουργίας. Τα δεδοµένα συνελέγησαν µέσω βιντεοσκόπησης 
και µαγνητοφώνησης των συναντήσεων, από τις σηµειώσεις των µαθητών σε ειδικά 
διαµορφωµένα τετράδια, και τις απαντήσεις σε συγκεκριµένες ερωτήσεις φύλλων 
εργασίας. Τα ηχητικά δεδοµένα αποµαγνητοφωνήθηκαν και οι διάλογοι 
συσχετίστηκαν µε τα δεδοµένα των σηµειώσεων, ώστε για κάθε οµάδα να µελετηθεί 
η πορεία µέσω της οποίας οι µαθητές χρησιµοποιούσαν ή δηµιουργούσαν 
συναρτήσεις. Στην ανάλυση και στα αποσπάσµατα που παρατίθενται στην συνέχεια, 
ο ερευνητής συµβολίζεται µε το γράµµα Ε η µαθήτρια ή ο µαθητής που βρισκόταν 
αριστερά της οθόνης ως Α ενώ η άλλη/ος ∆.  Κάθε οµάδα χαρακτηρίζεται από ένα 
κεφαλαίο γράµµα Α (Λύκειο) ή Γ (Γυµνάσιο) και δίπλα έναν αυθαίρετο αύξοντα 
αριθµό. Κατά την ανάλυση των δεδοµένων αναζητήθηκαν δοµές δράσεων από το 
µέρος των µαθητών, καθώς αυτοί επιχειρούσαν να αξιοποιήσουν τα φυσικά εργαλεία.  

Η κατασκευή µιας συνάρτησης 
Η µη γραµµική συσχέτιση της γωνίας και του ύψους στο οποίο εστιάζει το λέιζερ 
απετέλεσε τον πυρήνα γύρω από τον οποίο δοµήθηκε από τους µαθητές η κατασκευή 
της συνάρτησης της τριγωνοµετρικής εφαπτοµένης. Η πορεία στις διάφορες οµάδες 
παρουσίασε αρκετά κοινά χαρακτηριστικά τα οποία φαίνεται να αποτελούν µια δοµή 
που αναδυόταν καθώς προχωρούσε η έρευνα.  

Στάδιο πρώτο: Η µη γραµµικότητα 
Αφετηρία της δραστηριότητας υπήρξε το ερώτηµα: «Αν θέλουµε να εστιάσουµε το 
λέιζερ σε διπλάσιο ύψος, από αυτό στο οποίο ήδη εστιάζει, τι επέµβαση θα πρέπει να 
κάνουµε στην γωνία;» Η συντριπτική πλειοψηφία των µαθητών απάντησε αυθόρµητα 
ότι θα πρέπει να διπλασιαστεί η γωνία και στην συνέχεια επιχείρησαν να το 
επιβεβαιώσουν. Η πρόβλεψη των µαθητών διαψεύστηκε όταν επιχείρησαν να 
διπλασιάσουν την γωνία και παρατήρησαν ότι το λέιζερ εστιάζει σε αρκετά 
µεγαλύτερο ύψος από το διπλάσιο. Η κατάρρευση της γραµµικότητας στην σχέση 
των δύο ποσών που µεταβάλλονται αποτελεί την πρώτη ψηφίδα, στην συγκρότηση 
της έννοιας της τριγωνοµετρικής µεταβολής η οποία στην συνέχεια θα αποτελέσει µια 
βάση για την συγκρότηση της έννοιας της συνάρτησης της τριγωνοµετρικής 



εφαπτοµένης. Οι µαθητές έχοντας απορρίψει το µαθηµατικό εργαλείο των αναλογιών 
για την µέτρηση-συσχέτιση των δύο µεγεθών πειραµατίστηκαν µε µία προσοµοίωση 
του εργαλείου.  

Στάδιο δεύτερο: Το πεδίο ορισµού της συνάρτησης και οι ασύµπτωτες 
Οι µαθητές είχαν στην διάθεσή τους µία γεωµετρική 
προσοµοίωση του φυσικού εργαλείου, η οποία τους παρείχε 
την δυνατότητα να µεταβάλουν αυθαίρετα την γωνία ω και το 
ύψος h από τους δύο µεταβολείς (στο πάνω µέρος της 
προσοµοίωσης) και να καθορίσουν τις τιµές των ακραίων 
τιµών που µπορούν να πάρουν οι δύο µεταβλητές ω και h. 

Σύροντας τους δύο µεταβολείς αναζήτησαν τις τιµές µέσω των οποίων το 
υποτιθέµενο λέιζερ εστίαζε στο συγκεκριµένο ύψος. Η πρώτη σηµαντική 
συναρτησιακή δράση ήταν ο καθορισµός των ακραίων τιµών για την γωνία ω, καθώς 
οι µαθητές έδειξαν µία ισχυρή προτίµηση για ένα αρχικό διάστηµα [0, 89]. Ο λόγος 
που τους οδήγησε σε αυτή την δράση, ήταν κυρίως η λειτουργία του φυσικού 
εργαλείου το οποίο στις 90 µοίρες δεν θα µπορούσε να εστιάσει σε κανένα ύψος. 
Επιπλέον τα ύψη στον φυσικό χώρο δεν είχε νόηµα να πάρουν αρνητικές τιµές, όπως 
υποστήριξαν οι περισσότεροι µαθητές. Είναι χαρακτηριστική η διαπραγµάτευση 
µεταξύ των µελών του ζεύγους Α2 και του ερευνητή. 

Ε: Ποιά είναι τα όρια της γωνίας; 

Α: Να είναι µέχρι 90 ..παραπάνω;(περιστρέφει τον δείκτη εκφράζοντας αµφιβολία). 

∆: Βάλτο µέχρι 80 …από 15. 

Α: Από 0…γιατί όχι; 

Ε: Το µηδέν τι νόηµα έχει; 

Α: Ο δείκτης είναι εδώ (κατεβάζει τον δείκτη του φυσικού εργαλείου κάτω). 

Ε: Το 90 τι νόηµα έχει;  

Α: Το λέιζερ γίνεται παράλληλο, δεν θα σταµάταγε πουθενά. 

∆: Θα φτάσει όσο θέλουµε ψηλά. 

∆οκιµάζουν την τιµή 90 οπότε δηµιουργείται µία πολλαπλά ανακλώµενη ακτίνα του 
λέιζερ, αφού δεν χωρούσε µέσα στα όρια της προσοµοίωσης. 

Α: Όπα, µπερδεύτηκε…να του βάλουµε 89,9999… 

Οι µαθητές έχουν δηµιουργήσει δύο επιπλέον ψηφίδες της συνάρτησης, ένα πεδίο 
ορισµού [0 90) και µία έννοια ασύµπτωτης, αφού έχουν εισάγει την έννοια του 
απείρου (όσο θέλουµε ψηλά) και την έννοια της παράλληλης πορείας (κατακόρυφης).  

Στάδιο τρίτο: Γραφική παράσταση και επέκταση του πεδίου ορισµού 

Ο σχεδιασµός της έρευνας προέβλεπε, µετά την µελέτη της προσοµοίωσης, να 
ζητηθεί από τους µαθητές να µελετήσουν την σχέση των τιµών ω και h µέσα από την 
γραφική παράσταση των ζευγών των τιµών αυτών.  

Οι µαθητές είχαν τη δυνατότητα να αναζητήσουν, σε ένα 
καρτεσιανό επίπεδο, τα σηµεία (ω , h) οι συντεταγµένες των 
οποίων επέτρεπαν το εικονικό λέιζερ να εστιάσει στο ύψος h. Η 
διάταξη των σηµείων αποτέλεσε έναν πυρήνα διαπραγµάτευσης 
καθοριστικό για την συγκρότηση της νέας συνάρτησης. Η 
επέκταση του πεδίου ορισµού, σε αρνητικές τιµές, έγινε µέσα 

 



από την διάταξη των σηµείων και την τυχαία, στην πλειοψηφία των περιπτώσεων, 
επιλογή σηµείων στο τρίτο τεταρτηµόριο των αξόνων. Η διαπραγµάτευση των 
µαθητών για την σηµασία των αρνητικών τιµών για την γωνία και το ύψος είχε σαν 
αφετηρία την άποψη ότι δεν έχει νόηµα να δοκιµαστούν αρνητικές τιµές, αφού όπως 
χαρακτηριστικά σηµείωσε µία µαθήτρια της οµάδας Α3 : «∆εν υπάρχουν αρνητικοί 
αριθµοί στο φυσικό περιβάλλον». Οι µαθητές δυσκολεύτηκαν να αποδώσουν νόηµα στις 
αρνητικές τιµές, αφού διατηρούσαν την αντίληψη ότι η προσοµοίωση ως εικονικός 
χώρος δεν είναι κατ’  ανάγκη ισόµορφη προς τον φυσικό χώρο. Όταν επιχείρησαν να 
πειραµατιστούν µε το εργαλείο για να αποδώσουν νόηµα στις αρνητικές τιµές της 
γωνίας και του ύψους, τότε άρχισαν να επινοούν καταστάσεις προβληµάτων στα 
οποία θα ήταν χρήσιµη η αντιστροφή του φυσικού εργαλείου (Α3).  

Ε: Τι θα µπορούσε να µετρήσει τώρα; 

∆: Το βάθος. 

Ε: Το βάθος είναι αρνητικό; 

∆: Όχι θετικό είναι αλλά δεν χρειάζεται να πας κάτω για να το µετρήσεις. 

Α: Αν είµαστε σε ένα πηγάδι και θέλαµε να µετρήσουµε το βάθος του θα βάλουµε έτσι το 
εργαλείο (εννοεί στο χείλος του πηγαδιού). 

Στο ζεύγος Γ6, η µαθήτρια ∆ υποστήριξε ότι: «Μπορούµε αν καθόµαστε στο ταβάνι 
ανάποδα και θέλουµε να µετρήσουµε το ύψος του δωµατίου». 
Έτσι, οι µαθητές επεκτείνουν το πεδίου ορισµού σε αρνητικές τιµές µέσα από την 
επέκταση της χρήσης του φυσικού εργαλείου σε µετρήσεις όχι µόνο ύψους αλλά και 
βάθους. Η επέκταση αυτή γίνεται µέσα από την ανάγκη να αποδοθεί νόηµα στα 
σηµεία της γραφικής παράστασης που βρίσκονται στο τρίτο τεταρτηµόριο.  

Στάδιο 4ο . Ο τύπος της συνάρτησης 
Ο εντοπισµός της συµβολικής αναπαράστασης της νέας συνάρτησης στηρίχτηκε στην 
προσπάθεια των µαθητών να βρουν έναν τύπο για τον υπολογισµό του ύψους h µέσω 
της γωνίας ω ώστε να αξιοποιηθεί το εργαλείο. Η αδυναµία, να εντοπίσουν τον τύπο 
της συσχέτισης των δύο µεταβλητών, ενώ είχαν κατασκευάσει την γραφική 
παράσταση, οδήγησε τα περισσότερα ζεύγη να επιστρέψουν σε ένα γεωµετρικό 
σχήµα στο τετράδιο. 

Κρίσιµη υπήρξε η παρουσία του µοιρογνωµόνιου Μ µε το οποίο οι µαθητές είχαν την 
δυνατότητα να µετρήσουν την γωνία του δείκτη. Αυτό οδήγησε τους µαθητές να 
ανακαλέσουν τριγωνοµετρικές έννοιες µε προτίµηση στην εφαπτοµένη πρωτίστως 
αλλά και του ηµιτόνου δευτερευόντως. Έτσι, στα περισσότερα ζεύγη κατέγραψαν  
τον τύπο εφω=h/d από όπου προέκυψε ο h=dεφω τον τύπο δηλαδή µέσω του οποίου 
µπορούσαν να πραγµατοποιήσουν µετρήσεις.  Στο σηµείο αυτό και µε βάση το φύλλο 
εργασίας οι µαθητές θα έπρεπε να διαπραγµατευτούν το ερώτηµα : «Πως συνδέεται ο 
τύπος αυτός µε τα προηγούµενα;» Αντιµετώπισαν πραγµατική δυσκολία, αφού ο 
τύπος δεν αποτελούσε γι αυτούς συνάρτηση. Για παράδειγµα στο ζεύγος Γ1. 

Α: Μοιάζει µε ανάλογα ποσά αλλά δεν είναι. 

Ε: Είναι συνάρτηση αυτό; 

Α: Εφόσον έχουµε το d σταθερό αυτό µπορεί να αντιστοιχεί στο α και να βγεί ψ=α.χ 
αλλά αυτό δεν ταιριάζει στην γραφική παράσταση. 

∆: Με τίποτα δεν είναι ψ=αχ γιατί η εφαπτοµένη δεν είναι χ το εφ είναι εφαπτοµένη 

Α: (Προς τον Ε) µπορούµε  να πούµε εφαπτοµένη χ; Η γωνία θα είναι χ; 



Ε: Το ψ; 

Α-∆: Το ύψος 

Ε: Αυτό είναι συνάρτηση; 

Α: Ναι, γιατί σε κάθε γωνία αντιστοιχεί ένα ύψος. 

Ε: Ποιά είναι η γραφική παράστασή της; 

∆:  ∆εν το πιστεύω… αυτή;!! (δείχνει την γραφική παράσταση στους άξονες) 

Ε Πώς να χαρακτηρίσουµε την συνάρτηση αυτή; 

∆: Αλγεβρογεωµετρική 

Α: Ααα τριγωνοµετρία…… Τριγωνοµετρική; 

Τελικά, η συµβολική αναπαράσταση ψ=d.εφχ φαίνεται να προκύπτει κυρίως µέσω 
της χρήσης των συµβόλων χ και ψ. Τα σύµβολα αυτά, σε όλα τα ζεύγη, απέδωσαν 
συναρτησιακό νόηµα στον τύπο µέτρησης h=d.εφω ο οποίος υφίσταται έναν 
εννοιολογικό µετασχηµατισµό σε συνάρτηση.  

Στάδιο 5ο . Η υπέρβαση του 1-1  
Στο τελευταίο στάδιο της δραστηριότητας οι µαθητές διαπραγµατεύτηκαν το 
ερώτηµα: «Τι νόηµα θα µπορούσε να έχουν τιµές του χ µεγαλύτερες των 90ο». Η 
διερεύνηση του ερωτήµατος και η διαδροµή προς µία απάντηση είναι συνάρτηση του 
εργαλείου που χρησιµοποιήθηκε αρχικά. Οι µαθητές, που χρησιµοποίησαν αρχικά το 
φυσικό εργαλείο, περιέστρεψαν τον δείκτη σε γωνία µεγαλύτερη των 90ο οπότε 
παρατήρησαν ότι το λέιζερ εστιάζει πάλι σε κάποιο ύψος. Είναι χαρακτηριστικός ο 
διάλογος στο σηµείο αυτό στην οµάδα Α2.  

∆: Επειδή σκέφτηκα….. επειδή ξαναγυρίζει, ξανασχηµατίζεται το ίδιο. 

Α: Λογικά αυτό που γίνεται µέχρι το 360ο πρέπει να ξαναεπαναλαµβάνεται (περιστρέφει 
τον δείκτη του εργαλείου) 

Ε: Τι επαναλαµβάνεται; 

Α: Έχει κάνει ένα σχηµατάκι µέχρι αυτό το σηµείο και µετά ξανακάνει το ίδιο     

(ζωγραφίζει τοπαρακάτω σχήµα).  

Θα µπορούσαµε να χαρακτηρίσουµε το σχήµα του µαθητή ως 
προσπάθεια απόδοσης της περιοδικότητας µέσα από δύο 
αρχέτυπες αντιλήψεις για την συνάρτηση, την συνέχεια του 
γραφήµατος και το 1-1. Η περιοδικότητα στο σηµείο αυτό έχει 
µάλλον γεωµετρικό χαρακτήρα παρά συναρτησιακό. Συνεχίζοντας 
να χειρίζονται το φυσικό εργαλείο ο Α αντιστρέφει και 
περιστρέφει τον δείκτη: 

∆: Ωραία το στρίβουµε έτσι ώστε να ξαναπηγαίνει εκεί το κατάλαβα.  

Α: Άµα ξαναρχίζει από το 0 εδώ πέρα έτσι (δείχνει την γραφική παράσταση στο χαρτί) 
πως θα πηγαίνει έτσι; (δείχνει επαναλαµβανόµενες καµπύλες την µία δίπλα στην άλλη). 
Είναι γελοίο…. Κάντην εσύ. 

 



Ο ∆ κατασκευάζει το διπλανό σχήµα, που του υπέδειξε ο Α, αλλά 
εκφράζει σοβαρές αµφιβολίες και αυτός. Είναι χαρακτηριστικό ότι η 
κιναισθητική εµπειρία του Α, ο οποίος χειρίστηκε το εργαλείο, 
µεταφράστηκε σε ένα γράφηµα το οποίο δοµικά είναι ισόµορφο 
προς το φαινόµενο που δηµιουργήθηκε. Τα αρχέτυπα όµως της 
συνέχειας και του 1-1, καθώς και η έλλειψη οποιασδήποτε 

µαθηµατικής εµπειρίας για περιοδικές συναρτήσεις δηµιουργεί αρνητική στάση 
απέναντι  στο γράφηµα. Η αρνητική στάση οδηγεί τους µαθητές σε µία τρίτη λύση. 

∆: Να περνάει από δω και να µην περνά από το 0; (µε απορία) 

Α: Κάτσε µούβαλες µία ιδέα τώρα…αυτό εδώ πέρα πάει και ξαναπάει.  

∆: Σκέφτοµαι ότι εκτός από εδώ (δείχνει την αρχή των αξόνων) δεν µπορεί να 
συναντήσει αλλού τους άξονες. 

Η διαπίστωση αυτή οδήγησε τους µαθητές στην κατασκευή ενός 
σχήµατος στο οποίο για πρώτη φορά αναιρείται η συνέχεια του 
γραφήµατος αλλά καταργείται η περιοδικότητα και το 1-1. Στην 
ουσία δεν πρόκειται για γράφηµα συνάρτησης πλέον. 

Στο σηµείο αυτό, ο ερευνητής τους ζήτησε να ελέγξουν την 
εγκυρότητα των γραφηµάτων αποκλειστικά µέσα από την προσοµοίωση οπότε οι 
µαθητές καταφεύγουν στην γραφική παράσταση: 

∆: Πάρε ένα σηµείο που να είναι πολύ πιο πέρα. 

Α: Να είναι στην ίδια ευθεία. 

Ε: Στην ίδια ευθεία; 

Α: Αυτό πρέπει να γίνεται, στην ίδια ευθεία, αφού έχει κάνει όλο αυτό εδώ πέρα (δείχνει 
την δεύτερη γραφική παράσταση) δεν µπορεί να έχει δύο τιµές. 

∆: Λογικό, γιατί εδώ πέρα που δεν θα ενώνεται, δεν ενώνεται ούτε εδώ (δείχνει την 
ασυνέχεια στο σωστό σχήµα) οπότε επαληθεύονται και αυτά τα σηµεία (δείχνει σηµεία 
στην ίδια ευθεία σε διαφορετικούς κλάδους).  

Εδώ πλέον, η τελική επιλογή γίνεται µε κριτήριο το µονότιµο της συνάρτησης.  

∆ιαπραγµάτευση 
Συνοψίζοντας τα ερευνητικά ευρήµατα µπορούµε να υποστηρίξουµε ότι οι µαθητές, 
µε βάση τα εργαλεία που διέθεταν, κατασκεύασαν µία έννοια τριγωνοµετρικής 
συνάρτησης, τα χαρακτηριστικά της οποίας προέκυψαν και συνδέθηκαν µε τις 
δυνατότητες των εργαλείων και την κατάσταση προβλήµατος.  Η συνάρτηση, και ένα 
µέρος από τις ιδιότητές της, αναδύθηκε µέσα από την συντονισµένη χρήση του 
φυσικού εργαλείου και της προσοµοίωσης. Η έννοια δοµείται γύρω από τον στόχο 
που εκφράζεται ρητά µέσα στην κατάσταση προβλήµατος «Να υπολογιστεί ένα ύψος 
h προς το οποίο δεν έχουµε άµεση πρόσβαση». 

Τα σύµβολα που απέδωσαν τον τύπο της 
συνάρτησης προέκυψαν µέσα από την 
εµπειρία της µέτρησης. Η περιοδικότητα 
της συνάρτησης προέκυψε µέσα από την 

περιοδικότητα του φαινοµένου που δηµιούργησαν τα εργαλεία. Για την κατασκευή 
της γραφική παράστασης οι µαθητές χρειάστηκε να υπερβούν τα αρχέτυπα σχήµατα 
της συνέχειας µιας καµπύλης και της 1-1 αντιστοιχίας. Η υπέρβαση αυτή έγινε 
δυνατή µέσω της δυνατότητας να πειραµατιστούν µε τα εργαλεία του περιβάλλοντος. 

 

h ή  (ψ) στόχος µέτρησης   
ω  ή (χ)      άµεση µέτρηση   
d.εφω ή (d.εφχ) έµµεση µέτρηση. 



Τελικά, προέκυψαν ενδείξεις ότι οι µαθητές, καθώς εργάζονται στο συγκεκριµένο 
µαθησιακό περιβάλλον, έχουν την δυνατότητα να κατασκευάσουν οι ίδιοι και να 
διερευνήσουν τις ιδιότητες της συνάρτησης της εφαπτοµένης. 

 Η έρευνα  θα µπορούσε να επεκταθεί σε δύο κατευθύνσεις. Η πρώτη αφορά στην 
αξιοποίηση του συγκεκριµένου εργαλείου, χωρίς την χρήση του µοιρογνωµόνιου. 
Στην περίπτωση αυτή η συνάρτηση µέτρησης είναι γραµµική, αφού τα µαθηµατικά 
που θα µπορούσαν να χρησιµοποιηθούν είναι η οµοιότητα των ορθογωνίων τριγώνων 
εποµένως και τα ανάλογα ποσά (Keisoglou & Spyrou, 2003). Η δεύτερη αφορά στην 
χρήση άλλου εργαλείου µέτρησης, όχι υποχρεωτικά µήκους, αλλά χρόνου.  
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