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Περίληψη 
Στην εργασία µας αυτή παρουσιάζεται µία έρευνα σχετικά µε τον ρόλο που παίζουν τα σχολικά 
βιβλία των Μαθηµατικών στην Ελλάδα ,τα τελευταία χρόνια ,ως συστατικό στοιχείο της 
Μαθηµατικής εκπαίδευσης. Αναλύονται όροι-κλειδιά της έρευνας της ∆ιδακτικής των 
Μαθηµατικών όπως: διδακτικό συµβόλαιο, διδακτικοί µετασχηµατισµοί, εµπόδια , κ.ά  και εν 
συνεχεία υπό το πρίσµα αυτών των όρων και µε συγκεκριµένα παραδείγµατα αναλύουµε 
συγκεκριµένες επιλογές και προσεγγίσεις που εµφανίζονται στα σχολικά βιβλία των 
Μαθηµατικών. Η έρευνα µας κυρίως εστιάζεται: (1) Στους όρους του διδακτικού συµβολαίου 
που θέτουν οι «ορισµοί» στα σχολικά βιβλία ,και κατά πόσο αυτοί τηρούνται. (2) Στους όρους 
του διδακτικού συµβολαίου που θέτουν οι «εκφωνήσεις» των ασκήσεων (φανερούς ή κρυφούς) 
και κατά πόσο αυτοί τηρούνται. (3)Σε γλωσσολογικού τύπου επιστηµολογικά εµπόδια που 
εµφανίζονται εξαιτίας της χρήσης συγκεκριµένων λέξεων στο συµφραστικό περιβάλλον των 
Μαθηµατικών. Η έρευνα αυτή µελετάει τόσο την «εσωτερική» συνέπεια των σχολικών βιβλίων 
όσο και την συσχέτιση των επιλογών που εµφανίζονται στα σχολικά βιβλία διαφορετικών 
τάξεων.  

Λέξεις κλειδιά 
∆ιδακτικό συµβόλαιο, επιστηµολογικό εµπόδιο, Σχολικά Μαθηµατικά, Σχολικά βιβλία, ορισµοί 
εννοιών, λέξεις και σύµβολα, εκφωνήσεις και υπονοούµενα. 

 

 

Εισαγωγή 
Πάνω από µία δεκαετία διδάσκονται στην χώρα µας τα σχολικά βιβλία των 
Μαθηµατικών στο Γυµνάσιο και στο Λύκειο. Με εξαίρεση το σχολικό βιβλίο της 
Γεωµετρίας για την Α΄ και Β΄ Λυκείου το οποίο έχει αλλάξει και διδάσκεται το 
καινούργιο και τα καινούργια βιβλία για το Γυµνάσιο τα οποία αναµένονται, η 
κατάσταση στα σχολικά βιβλία των Μαθηµατικών παραµένει ίδια µε κάποιες µικρές 
τροποποιήσεις που έχουν κατά καιρούς γίνει. Παράλληλα από τον ∆εκέµβριο του 
1997 υφίσταται το Ενιαίο Πλαίσιο Σπουδών για τα Μαθηµατικά.  

Στόχος της εργασίας µας είναι να ερευνήσουµε από την σκοπιά της ∆ιδακτικής των 
Μαθηµατικών τον τρόπο µε τον οποίο οι επιλογές που γίνονται από τους συγγραφείς 
επηρεάζουν την σχέση των µαθητών µε τα Μαθηµατικά αλλά και την διδακτική 
διαδικασία στην σχολική τάξη. 

Θέλουµε να αποσαφηνίσουµε ότι δεν πρόκειται για ένα άρθρο «κριτικής» των 
συγκεκριµένων σχολικών βιβλίων αλλά µία έρευνα στα πλαίσια που έχουν τεθεί 



διεθνώς εδώ και τριάντα τουλάχιστον χρόνια από τους ερευνητές της ∆ιδακτικής των 
Μαθηµατικών. 

Αρκετοί ερευνητές, κυρίως της Γαλλικής σχολής (ADDA 1987, ARSAC 1989, 
CHEVALLARD 1991, LACOMBE 1987) έχουν ασχοληθεί τόσο µε τον ρόλο των 
αναλυτικών προγραµµάτων στην Μαθηµατική εκπαίδευση όσο και µε την σηµασία 
που έχουν οι επιλογές που γίνονται κατά την συγγραφή των σχολικών βιβλίων των 
Μαθηµατικών. 

Θέλουµε εισαγωγικά να σηµειώσουµε ότι για λόγους «οικονοµίας» οι αναφορές που 
θα γίνονται στα σχολικά βιβλία θα σηµειώνουν µόνο την τάξη στην οποία 
διδάσκονται και όχι τον πλήρη τίτλο, ο οποίος θα αναγράφεται στην βιβλιογραφία. 

∆ιδακτική Των Μαθηµατικών Και Ελληνική Πραγµατικότητα 
∆ιδακτικοί Μετασχηµατισµοί – ∆ιδακτικό Συµβόλαιο 
Θα πρέπει καταρχάς να σηµειώσουµε ότι οι όροι οι οποίοι θα αναφέρονται στην 
εργασία αυτή στην πραγµατικότητα δεν είναι όροι των Μαθηµατικών αλλά των 
Σχολικών Μαθηµατικών.  

Με τον όρο Σχολικά Μαθηµατικά, στα πλαίσια της ∆ιδακτικής των Μαθηµατικών, 
ορίζεται το σύνολο των διδακτικών µετασχηµατισµών ( Τtranspositions Didactiques) 
τους οποίους υφίστανται Μαθηµατικές έννοιες για να γίνουν αντικείµενο 
διδασκαλίας. (CHEVALLARD 1986, CHEVALLARD-JOSHUA 1991, ARSAC 
1989) 

Η επιλογή, για παράδείγµα, του τρόπου µε τον οποίο ορίζονται κάποιες Μαθηµατικές 
έννοιες στα σχολικά βιβλία µπορεί να διαφοροποιούνται από τον τρόπο µε τον οποίο 
ορίζονται σε Πανεπιστηµιακά συγγράµµατα, ή ακόµα και σε σχολικά βιβλία 
διαφορετικών τάξεων. Η διαφοροποίηση αυτή (διδακτικός µετασχηµατισµός) γίνεται 
για την διευκόλυνση των διδακτικών στόχων. Βέβαια, στις επιλογές πού γίνονται θα 
πρέπει να λαµβάνεται υπόψη τόσο η Ιστορία και η Επιστηµολογία των Μαθηµατικών 
(ARTIGUE 1989, BROUSSEAU 1983), όσο και οι αντιλήψεις οι οποίες 
προϋπάρχουν, ή διαµορφώνονται στους µαθητές (VERGNAUD 1991, DOUADY 
1989, ΚΑΛ∆ΡΥΜΙ∆ΟΥ 1997). 

Σκοπός, όµως, της εργασίας αυτής δεν είναι µία έρευνα σχετικά µε τις επιλογές που 
έγιναν αναφορικά µε τους διδακτικούς µετασχηµατισµούς τόσο στο αναλυτικό 
πρόγραµµα όσο και στα σχολικά βιβλία. Σκοπός είναι να εξετάσουµε το πώς 
διαµορφώνονται οι όροι του διδακτικού συµβολαίου από τους συγγραφείς των 
σχολικών βιβλίων και κατά πόσο παραβιάζονται. 

Οι ερευνητές της ∆ιδακτικής των Μαθηµατικών (BROUSSEAU 1982, BALACHEF 
1987, ΒΑRUK 1985) έχουν ασχοληθεί επί µακρόν µε την σηµασία που έχουν οι 
συµπεφωνηµένες (explicit) ή οι υπόγειες (implicit) συµβάσεις µεταξύ καθηγητών και 
µαθητών, όπως και σχολικών βιβλίων, µαθητών και καθηγητών. Ο Βrousseau 
(ΒROUSSEAU 1982) αναφερόµενος στο ∆ιδακτικό Συµβόλαιο (contract didactique), 
ξεκαθάρισε ότι µε τον όρο αυτό εννοούµε µια σειρά φανερών, η µη, συµβάσεων που 
τίθενται στην σχέση διδάσκοντα διδασκοµένου, η παραβίαση των όρων των οποίων  
παίζει καθοριστικό ρόλο στην διδακτική διαδικασία. 

Αυτό το οποίο διαφοροποιεί την έρευνα στην Ελλάδα από άλλες χώρες και ειδικά τη 
Γαλλία είναι η ύπαρξη µοναδικού σχολικού βιβλίου, στοιχείο σηµαντικό ως προς τον 
ρόλο που παίζει στη διαµόρφωση των όρων του διδακτικού συµβολαίου. 



Ο Έλληνας εκπαιδευτικός, σε αντίθεση µε τον Γάλλο συνάδελφο του, εκτός των 
βασικών επιλογών που γίνονται στο αναλυτικό πρόγραµµα είναι υποχρεωµένος να 
«ακολουθεί» τις επιλογές υλοποίησης των διδακτικών µετασχηµατισµών που κάνουν 
οι συγγραφείς των σχολικών βιβλίων. Και η  «υποχρέωση» αυτή είναι πιο φανερή 
στις δύο τελευταίες τάξεις του Λυκείου, στις οποίες η τελική αξιολόγηση των 
µαθητών, ως προς το απολυτήριο τους, δεν γίνεται από τον ίδιο. 

Θα µπορούσαµε να ισχυριστούµε, στο σηµείο αυτό, ότι το σχήµα του Y. Chevallard 
που περιγράφει την διδακτική κατάσταση (CHEVALLARD 1986, CHEVALLARD-
JOSHUA 1991, ΗΕNRY 1991), στην Ελληνική πραγµατικότητα µπορεί να 
τροποποιηθεί µε την προσθήκη του σχολικού βιβλίου στο κέντρο του τριγώνου 
(σχήµα1). 

 
Σχήµα 1 

Τύποι Εµποδίων Στη Μάθηση 
Επειδή στην συνέχεια θα αναφερθούµε στην έννοια των «εµποδίων», θα θέλαµε, 
σύντοµα, να παρουσιάσουµε µερικά σηµεία σχετικά µε αυτήν την έννοια µε την 
οποία έχουν ασχοληθεί πολλοί ερευνητές στα πλαίσια της «κατασκευαστικής θεωρίας 
της γνώσης» (κονστρουκτιβισµός) (BROUSSEAU 1983, CHEVALLARD 1982, 
FORT 1991).  

Ο Μarc Fort στην οµιλία του µε θέµα «Κονστρουκτιβισµός: Από το Μαθησιακό στο 
Παιδαγωγικό Μοντέλο» στο Πανεπιστήµιο Αιγαίου το 1991 (βλ. FORT 1991) είχε 
αναφερθεί στην έννοια και τα είδη των «εµποδίων» κωδικοποιώντας τα 
αποτελέσµατα των προαναφερθέντων εργασιών, µεταξύ άλλων ανέφερε: 

« … Η λέξη εµπόδιο στη διδακτική έχει µία σηµασία σχετικά ακριβή: 

1. Πρόκειται για µία γνώση που λειτουργεί ως τέτοια σε ένα σύνολο καταστάσεων. 

2. Το εµπόδιο είναι µία γνώση που, προσπαθώντας να προσαρµοστεί σε άλλες 
καταστάσεις ή σε άλλες τιµές µεταβλητών, θα προκαλέσει ειδικά λάθη, 
εντοπίσιµα, αναλύσιµα σε σχέση µε το εµπόδιο. 

3. Το εµπόδιο αντιστέκεται στις αλλαγές. 

4. Το εµπόδιο µπορεί να υπερπηδηθεί µόνο σε ειδικές καταστάσεις απόρριψης και αυτή η 
απόρριψη θα είναι συστατικό της γνώσης. …». 

Παιδαγωγική σχέση 
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ΓΝΩΣΗ 

ΜΑΘΗΤΗΣ 

Επιστηµολογία του καθηγητή Σύνδεση του µαθητή µε τη γνώση 
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Ως προς τα διάφορα είδη των εµποδίων ο Μ. Fort σε ένα άλλο σηµείο ανέφερε 
εµπόδια επιστηµολογικού τύπου (BROUSSEAU 1983), διδακτικού τύπου, 
ψυχογενετικής προέλευσης κ.α. 

Με βάση τα προηγούµενα µπορούµε να αναφερθούµε στα γλωσσολογικού τύπου 
εµπόδια (ΛΙΝΑΡ∆ΑΚΗΣ 1999) ως περίπτωση τόσο των εµποδίων επιστηµολογικού 
τύπου όσο και των εµποδίων διδακτικού τύπου και τα οποία σχετίζονται µε τις 
διαφοροποιήσεις που υφίστανται οι χρήσεις κάποιων λέξεων στο συµφραστικό 
περιβάλλον των Μαθηµατικών. 

Αλλάζοντας Έναν Ορισµό 
Ταξινοµίες και αντινοµίες 
Η αλλαγή ενός ορισµού στα πλαίσια των Σχολικών Μαθηµατικών, µπορεί να 
θεωρηθεί ως ένας διδακτικός µετασχηµατισµός που εξυπηρετεί τη διδασκαλία σε 
διαφορετικά ηλικιακά επίπεδα (δηλαδή σε διαφορετικά επίπεδα κατανόησης 
µαθηµατικών εννοιών). Ας σταθούµε όµως σε τρία σχετικά παραδείγµατα: 

 Α΄ Γυµνασίου: Α΄ Λυκείου: 

1. Ένα παραλληλόγραµµο που έχει όλες 
τις πλευρές του ίσες ονοµάζεται 
ρόµβος. (σελ. 282) 

Το παραλληλόγραµµο που έχει δυο 
διαδοχικές πλευρές ίσες λέγεται 
ρόµβος. (σελ. 101) 

2. Κάθε γωνία µεγαλύτερη από την ορθή 
ονοµάζεται αµβλεία γωνία. (σελ. 247) 

Μια κυρτή γωνία µεγαλύτερη από ορθή 
ονοµάζεται αµβλεία γωνία. (σελ. 16) 

3. Ένα τετράπλευρο του οποίου δυο 
πλευρές είναι παράλληλες, λέγεται 
τραπέζιο. (σελ. 281) 

Το κυρτό τετράπλευρο που έχει µόνο 
δυο πλευρές παράλληλες, λέγεται 
τραπέζιο. (σελ. 112) 

Στην 1η περίπτωση είναι προφανές ότι οι δυο ορισµοί είναι ισοδύναµοι. 

Στην 2η περίπτωση η κατάσταση είναι διαφορετική, 
καθώς, για τη γωνία του σχήµατος 2, ένας 
δωδεκάχρονος µαθητής διδάσκεται ότι είναι αµβλεία, 
ενώ, τρία χρόνια αργότερα, ο ίδιος µαθητής καλείται 
να ακυρώσει την κεκτηµένη του αυτή γνώση. Ωστόσο 
είναι λογικό να δεχτούµε αυτή την επιλογή, καθώς δεν 
θέλουµε να εµπλέξουµε τους µαθητές της Α΄ 
Γυµνασίου µε την έννοια της κυρτής γωνίας. 

Ας προσέξουµε όµως το 3ο παράδειγµα. 

Οι διαφορετικοί ορισµοί οδηγούν αυτή τη φορά σε διαφορετική ταξινοµία των 
τετραπλεύρων (Σχήµα 3). Μη θεωρήσετε ότι στο βιβλίο της Α΄ Γυµνασίου έχει εκ 
παραδροµής παραληφθεί η κρίσιµη λέξη «µόνο». Λίγο µετά τον ορισµό του 
παραλληλογράµµου επισηµαίνεται σαφώς ότι «… το παραλληλόγραµµο είναι ειδική 
περίπτωση τραπεζίου» (σελ. 281). 

Σχήµα 2 



 
Σχήµα 3 Η ταξινοµία των τετραπλεύρων σύµφωνα µε τους ορισµούς των βιβλίων της Α΄ 

Γυµνασίου (αριστερά) και της Α΄ Λυκείου (δεξιά). 
Άραγε ποια διδακτική ανάγκη υπαγορεύει αυτή τη διαφοροποίηση από την µια 
εκπαιδευτική βαθµίδα στην άλλη; Είναι γνωστό ότι ιστορικά συναντάµε αρκετές 
διαφορετικές ταξινοµίες των τετραπλεύρων, καµία όµως  µαθησιακή σκοπιµότητα 
δεν εξυπηρετείται εν προκειµένω από τη διαφορετική επιλογή στους δυο ορισµούς. 

Η Περιπέτεια Της Παραλληλίας 
Η έννοια της παραλληλίας και το σύµβολο της, στο σχολικό βιβλίο, αποτελεί 
χαρακτηριστικό παράδειγµα παραβίασης του «διδακτικού συµβολαίου». 

Πιο συγκεκριµένα:  Στην Α΄ Λυκείου τα πράγµατα είναι ξεκάθαρα. Τόσο στο βιβλίο 
της Άλγεβρας (σελ. 101), όσο και στην Γεωµετρία (σελίδες 10, 75), δύο ευθείες του 
επιπέδου θεωρούνται παράλληλες αν και µόνο εάν δεν έχουν κανένα κοινό σηµείο. 

Τα προβλήµατα ξεκινούν στο βιβλίο Κατεύθυνσης της Β΄ Λυκείου. 

Είναι λογικό και αναµενόµενο στο κεφάλαιο περί διανυσµάτων να διευρύνεται η 
έννοια της λέξης «παράλληλα» και του συµβόλου «//», όταν αναφερόµαστε σε δύο 
διανύσµατα, ή σε ένα διάνυσµα και µία ευθεία. Στις περιπτώσεις αυτές (σελίδα 12) 
δηλώνεται σαφώς ότι: 

«∆ύο µη µηδενικά διανύσµατα λέγονται παράλληλα ή συγγραµµικά αν και µόνο αν οι 
φορείς τους είναι παράλληλοι ή ταυτίζονται.» 

Αντίστοιχα στην περίπτωση παραλληλίας διανύσµατος και ευθείας. 

Στην παραπάνω πρόταση παρατηρούµε ότι η ίδια λέξη διαφοροποιεί την σηµασία της 
ανάλογα µε το αν αναφέρεται σε διανύσµατα ή σε ευθείες. Στο σηµείο αυτό 
εµφανίζεται ένα επιστηµολογικό εµπόδιο (γλωσσολογικού τύπου). 

Παρόλα αυτά, θα µπορούσε κανείς να ισχυριστεί ότι δεν υπάρχει πρόβληµα, 
δεδοµένου ότι η σύµβαση διευρύνεται στο καινούργιο εννοιολογικό περιβάλλον των 
διανυσµάτων. 

‘Όµως στην σελίδα 60 του ίδιου βιβλίου, σε υποσηµείωση, αναφέρεται: 

 «Με τον συµβολισµό 21 // εε , εννοούµε ότι οι ευθείες είναι παράλληλες ή συµπίπτουν»  

Εδώ λοιπόν διαφοροποιείται η σύµβαση από προηγούµενες τάξεις αναφορικά  µε το 
σύµβολο – τουλάχιστον – της παραλληλίας µεταξύ ευθειών.  

Τετράπλευρ
τραπέζι

Παραλληλόγραµµ

Ορθογώνι Ρόµβοι

Τετράγω

Τετράπλευρ
τραπέζι

Παραλληλόγραµµ

Ορθογώνια Ρόµβοι 

Τετράγω



Και ποιο είναι το πρόβληµα; θα µπορούσε να αναρωτηθεί κανείς. 

Αν µέναµε ως εδώ, κανένα. Θα µπορούσαµε να δεχθούµε ότι, αναφερόµενοι σε  δύο 
ευθείες του επιπέδου, χρησιµοποιώντας την λέξη «παράλληλες» θα εννοούµε ότι δεν 
έχουν κανένα κοινό σηµείο, ενώ µε το σύµβολο «//» ότι είναι «παράλληλες ή 
ταυτίζονται». 

Αν ως εδώ διατηρείται µια ισορροπία του νέου διδακτικού συµβολαίου ως προς το 
παλιό, δεν συµβαίνει το ίδιο και µε τις ασκήσεις των βιβλίων της Β΄ και Γ΄ Λυκείου, 
όπου πλέον προκύπτει παραβίαση των όρων του διδακτικού συµβολαίου. ∆υο 
ενδεικτικά παραδείγµατα: 

Στην άσκηση 1 της Α΄ Οµάδας στη σελίδα 69 του βιβλίου Κατεύθυνσης Β΄ Λυκείου, 
ζητώντας τιµές του πραγµατικού µ για τις οποίες η ευθεία ( ) 21 0x yµ µ µ− + + =  
είναι παράλληλη προς τον άξονα  y΄y δίνεται ως λύση η τιµή  µ = 0, που οδηγεί στον 
ίδιο τον  y΄y. 

Αντίστοιχα στην άσκηση 3 της Β΄ Οµάδας στη σελίδα 38 του βιβλίου Γενικής 
Παιδείας της Γ΄ Λυκείου, αναζητώντας τις ευθείες που εφάπτονται στη γραφική 
παράσταση µιας συνάρτησης και είναι παράλληλες στην ευθεία  y=x, γίνεται δεκτή 
ως λύση η … y=x. 

Οι Συµβάσεις Στην Εκφώνηση Μιας Άσκησης 
Είναι δεδοµένο ή … προς έλεγχο; 
Ας δούµε τώρα παραβιάσεις του διδακτικού συµβολαίου, που εντοπίζουµε σε 
εκφωνήσεις ασκήσεων των Σχολικών Βιβλίων του Λυκείου. 

Στην πρώτη κιόλας νησίδα ασκήσεων του βιβλίου Κατεύθυνσης της Β΄ Λυκείου, 
συναντάµε την ακόλουθη άσκηση: 

Αν για δυο τρίγωνα ΑΒΓ και Α∆Ε ισχύει AB A A A+ Γ = ∆ + Ε
uuur uuur uuur uuur

, να δείξετε ότι το 
τετράπλευρο Β∆ΓΕ είναι παραλληλόγραµµο. (σελ. 21 ασκ. 4) 

Μελετώντας στο λυσάρι το χειρισµό της άσκησης αυτής, διαπιστώνουµε πως το 
γεγονός ότι στην εκφώνηση το σχήµα Β∆ΓΕ αναφέρεται ως τετράπλευρο, καθιστά 
δεδοµένη – κατά συνέπεια αδιαµφισβήτητη – αυτή την ιδιότητα του σχήµατος. Έτσι, 
θεωρεί πλήρη την απόδειξη, εξασφαλίζοντας απλώς τη σχέση  A∆ = ΒΓ

uuur uuur
. 

Με άλλα λόγια, το διδακτικό συµβόλαιο στην προκείµενη περίπτωση είναι το εξής: 

Όταν η άσκηση σου ζητά να αποδείξεις ότι ένα τετράπλευρο έχει κάποια ιδιότητα, εσύ 
δεν διερευνάς τις προϋποθέσεις κάτω από τις οποίες το σχήµα στο οποίο αναφέρεται η 
άσκηση είναι όντως τετράπλευρο. Το θεωρείς δεδοµένο. 

Στο ίδιο µήκος κύµατος η άσκηση 7 της σελίδας 88 του ίδιου βιβλίου: 

Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτόµενης του κύκλου 
2 2 2 22 2 3 0α β α β+ − − + − =x y x y  στο σηµείο του Α(α, –β). 

Καµία διερεύνηση δεν γίνεται (στο λυσάρι) ως προς το κατά πόσον η εξίσωση της 
εκφώνησης αντιστοιχεί σε κύκλο. ∆όθηκε κύκλος; … είναι κύκλος! 

Η παραβίαση, όµως, του διδακτικού συµβολαίου που αναφέραµε έρχεται στην 
άσκηση 7iii της Α΄ Οµάδας  στη σελίδα 75: 

Να βρείτε το εµβαδό του τριγώνου µε κορυφές Α(1, 2), Β(3, 4) και Γ(–5, – 4). 



Τα σηµεία που δίνονται ως κορυφές του τριγώνου ΑΒΓ, στην πραγµατικότητα είναι 
συνευθειακά, συνεπώς δεν ορίζουν καν τρίγωνο, γεγονός που επισηµαίνεται στο 
λυσάρι. 

Κατόπιν των προηγουµένων, τι άραγε θα πρέπει να κάνει ένας µαθητής, όταν κληθεί 
να αντιµετωπίσει την παρακάτω άσκηση; (Β΄ Κατ. σελ. 70 ασκ. 2 Β΄ Οµάδας) 

Να αποδείξετε ότι όλες οι ευθείες της µορφής 
( ) ( ) ( )2 22 3 1 3 1 0x yα α α α α+ + + − + + + =  (1), α ∈�  διέρχονται από το ίδιο 
σηµείο. 

Γιατί το λυσάρι ασχολείται µε την απόδειξη ότι η εξίσωση (1) εκφράζει όντως ευθεία, 
για κάθε α ∈� ; Ακόµα µια παραβίαση όρων του διδακτικού συµβολαίου. 

Έννοιες Που Ορίστηκαν Βιαστικά (Ή ∆εν Ορίστηκαν Ποτέ) 
Στην ενότητα αυτή θα παραθέσουµε ορισµένα σηµεία των σχολικών βιβλίων, όπου 
γίνεται αναφορά σε έννοιες οι οποίες είτε δεν έχουν ορισθεί καθόλου, είτε ο ορισµός 
τους δίνεται παρενθετικά, απλώς για να εξυπηρετήσει το ζητούµενο µιας άσκησης, 
αποτυγχάνοντας να εναρµονισθεί µε σχετικές εννοιολογικές καταστάσεις που έχουν 
προηγηθεί στην ύλη, ή ακολουθούν, δηµιουργώντας εν δυνάµει µε τον τρόπο αυτό 
εµπόδια διδακτικού τύπου. 

Εφαπτόµενες Κωνικές Τοµές 
Η έννοια της επαφής δυο γραµµών στα Σχολικά βιβλία έχει ως εξής: 

Στα Μαθηµατικά του Γυµνασίου και την Ευκλείδεια Γεωµετρία του Λυκείου 
ορίζονται πολύ προσεκτικά τα παρακάτω: 

• ευθεία εφαπτόµενη σε κύκλο (µοναδικό κοινό σηµείο)  

• εφαπτόµενοι κύκλοι (εσωτερικά ή εξωτερικά) (µοναδικό κοινό σηµείο) 

• ευθεία εφαπτόµενη σε κωνική τοµή (οριακή θέση τέµνουσας, Μαθηµατικά 

Κατεύθυνσης της Β΄ Λυκείου) 

Ακόµα, όταν κληθούµε να απαντήσουµε αν η ευθεία (ε) του σχήµατος 4α εφάπτεται 
της καµπύλης C, προφανώς θα πούµε ναι, παρόλο που στο σηµείο Β οι δυο γραµµές 
τέµνονται. Η (ε) είναι µια εφαπτόµενη της C. 

 
Σχήµα 4α     Σχήµα 4β 

Ακολουθώντας το συµβόλαιο αυτό, καταφατική θα πρέπει να είναι η απάντησή µας 
και στην περίπτωση των κωνικών του σχήµατος 4β. Αρκεί να δείξουµε ότι στην αρχή 
των αξόνων οι δυο καµπύλες δέχονται ως κοινή εφαπτόµενη τον άξονα y΄y. 

Α 
• 

Β • 

C 

ε 



Έχουµε λοιπόν δηµιουργήσει µια υπόγεια σύµβαση σχετικά µε τη σηµασία της 
έννοιας της επαφής δυο γραµµών. 

Σε ρήξη µε τα παραπάνω µας φέρνει στη σελίδα 99 η άσκηση 1 της Β΄ Οµάδας του 
βιβλίου Κατεύθυνσης της Β΄ Λυκείου: 

Να αποδειχθεί ότι ο κύκλος ( )2 23 8x y− + =  εφάπτεται της παραβολής 2 4y x= . 
(∆ηλαδή, έχουν τις ίδιες εφαπτόµενες στα κοινά σηµεία τους). 

Παρατηρείστε ότι το βιβλίο επιλέγει να αναφέρει – απλώς εντός παρενθέσεως– ότι το 
να εφάπτονται δυο κωνικές σηµαίνει να έχουν αποκλειστικά και µόνο σηµεία επαφής 
και όχι σηµεία τοµής. Μια αποσαφήνιση της εννοιολογικής διαφοράς των όρων «δυο 
γραµµές εφάπτονται» και «δυο γραµµές εφάπτονται στο σηµείο Α» θα βοηθούσε τους 
µαθητές να γνωρίζουν ποιο είναι το ζητούµενο σε κάθε περίπτωση.  

Το Θέµα Της Ταχύτητας 
Στην εισαγωγική παράγραφο του κεφαλαίου 2 (∆ιαφορικός Λογισµός) στα 
Μαθηµατικά Κατεύθυνσης της Γ΄ Λυκείου, ορίζεται η έννοια της στιγµιαίας 
ταχύτητας ενός σώµατος που κινείται κατά µήκος ενός άξονα, ως η παράγωγος της 
συνάρτησης θέσης του σώµατος. Η συνάρτηση θέσης δίνει την τετµηµένη του 
σώµατος S(t) σε κάθε χρονική στιγµή t. Το σχόλιο της σελίδας 210 επισηµαίνει ότι η 
(στιγµιαία) ταχύτητα είναι θετική όταν το σώµα κινείται προς τα «δεξιά» και 
αρνητική όταν η κίνηση γίνεται προς τα «αριστερά». 

Ποια είναι όµως η ταχύτητα ενός σώµατος όταν η κίνησή του γίνεται σε ένα πλαίσιο 
στο οποίο δεν προσδιορίζεται η συνάρτηση θέσης, γιατί απλούστατα δεν έχει ορισθεί 
άξονας πάνω στον οποίο γίνεται η κίνηση; Έχει σε µια τέτοια περίπτωση νόηµα 
αρνητική τιµή της ταχύτητας; 

Στην άσκηση 7 σελ. 145 του βιβλίου Μαθηµατικών Κατεύθυνσης της Γ΄ Λυκείου 
(σχήµα 5) η απάντηση δίνει αρνητική τιµή στην ταχύτητα µε την οποία πέφτει το 
σηµείο Α, γιατί αυθαίρετα θεωρήθηκε ως ταχύτητα ο ρυθµός µεταβολής του y. 

 
Σχήµα 5 

Πρότασή µας είναι να υιοθετήσουµε ένα διδακτικό συµβόλαιο σύµφωνα µε το οποίο, 
στην περίπτωση που δεν δίνεται συνάρτηση θέσης ενός κινούµενου σώµατος και δεν 
υπάρχει ορισµένη θετική κατεύθυνση (δηλαδή άξονας) πάνω στην ευθεία της 
κίνησης, η ταχύτητα θα ορίζεται ως ο ρυθµός µεταβολής του µήκους της διαδροµής 
που διανύει το σώµα. 

Με τον τρόπο αυτό η ταχύτητα θα αποδίδεται µε µη αρνητική τιµή, εναρµονισµένη µε 
τη συνήθη χρήση αυτού του µεγέθους στην καθηµερινότητα. Με άλλα λόγια θα 
ισχύουν όσα σηµειώνονται στο σχήµα 6 που ακολουθεί: 



 
Σχήµα 6 

Αν αποφασίσουµε η ταχύτητα να ισούται µε το ρυθµό µεταβολής του x (και όχι του 
y), τότε, στην άσκηση που προαναφέραµε, η κορυφή της σκάλας πέφτει µε ταχύτητα 

66 cm/sυΑ ≅   (και όχι 2,75
25

−  m/s). 

Τα Μονοσήµαντα Σηµαινόµενα ∆εν Έχουν Κατ΄ Ανάγκη 
Μονοσήµαντα Σηµαίνοντα 
Η Γωνία ∆ύο Ευθειών 
Στη σελίδα 77 του βιβλίου Μαθηµατικών Κατεύθυνσης της Β΄ Λυκείου η άσκηση 7 
ζητά συνθήκη ώστε ο άξονας x΄x να διχοτοµεί τη γωνία των ευθειών 

1 1 1: 0x yε α β+ =  και 2 2 2: 0x yε α β+ = . Η γωνία δυο ευθειών όµως είναι µια έννοια 
που δεν έχει ορισθεί στα Σχολικά Μαθηµατικά. Εντούτοις έχει ορισθεί η έννοια της 
γωνίας που σχηµατίζει µια ευθεία ε µε τον άξονα x΄x, ως η γωνία που διαγράφει ο x΄x 
όταν στραφεί κατά τη θετική φορά µέχρι να συµπέσει µε την ε. Το λυσάρι πάντως δεν 
λαµβάνει υπόψη του τη διάταξη των δυο ευθειών, καθώς δεν διαφοροποιεί τη γωνία 
που σχηµατίζει η 1ε  µε την 2ε  από εκείνη που σχηµατίζει η 2ε  µε την 1ε . Ενώ 
ζητήθηκε συνθήκη διχοτόµησης της γωνίας των δυο ευθειών, τελικά προσδιορίζεται 
συνθήκη διχοτόµησης µιας από τις γωνίες που δηµιουργούν οι δυο ευθείες. 

Η Παραπληρωµατική Γωνία ∆ύο ∆ιανυσµάτων 
Μαθηµατικά Κατεύθυνσης της Β΄ Λυκείου, σελίδα 49, άσκηση 3 της Β΄ Οµάδας: 

Να αποδείξετε ότι ο φορέας του διανύσµατος  v β α α β= −
r ur ur ur ur

  διχοτοµεί την 

παραπληρωµατική γωνία των διανυσµάτων α
ur

 και β
ur

. 

Προφανώς, ως ζητούµενο 
υπονοείται το ότι ο φορέας 
του v

r
 διχοτοµεί τις εφεξής 

και παραπληρωµατικές 
γωνίες της γωνίας των δύο 
διανυσµάτων. Τι θα 
συνέβαινε όµως αν σε άλλη 
άσκηση ζητούσαµε να 

δειχθεί ότι ο φορέας κάποιου διανύσµατος w
ur

 διχοτοµεί τη συµπληρωµατική της 
γωνίας των διανυσµάτων α

ur
 και β

ur
; (Σχήµα 7). 

Σχήµα 7 
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