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Περίληψη 
Στην εργασία αυτή παρουσιάζουµε τη διαδικασία σύνδεσης τριών φαινοµενικά ανεξάρτητων  
προβληµάτων. Στη διατύπωση των προβληµάτων σηµαντικό ρόλο είχαν η γενίκευση και η  
εξειδίκευση, δύο διαδικασίες που θεωρούνται σηµαντικές για τη δηµιουργία των µαθηµατικών 
εννοιών και σχέσεων. Παράλληλα υποστηρίζουµε ότι οι διαδικασίες αυτές θα πρέπει να 
συµπληρωθούν µε τις επιστηµολογικές αρχές της εφαρµοσιµότητας και της ετοιµότητας, οι 
οποίες, µαζί µε τη γενίκευση και εξειδίκευση, διευρύνουν τη θέση µας για τη διδασκαλία των 
Μαθηµατικών ως λύση προβλήµατος. Το αποτέλεσµα είναι η ανάπτυξη µιας οµάδας 
αλληλοσυνδεόµενων προβληµάτων, µια ιδιαίτερα χρήσιµη οπτική για τη διδασκαλία των 
Μαθηµατικών. Τέλος,, παραθέτουµε µια συνοπτική παρουσίαση διδασκαλίας ως παράδειγµα 
αυτής της διδακτικής οπτικής. 
 
 
Λέξεις κλειδιά:λύση προβλήµατος,, διδακτικές καταστάσεις, γενίκευση, εξειδίκευση, 
εφαρµοσιµότητα, ετοιµότητα. 

Εισαγωγή 
Υπάρχει κάποια συσχέτιση µεταξύ των ακόλουθων προβληµάτων; 

1. Στο σχήµα έχουµε έναν παίκτη του γκολφ ο οποίος χτυπά την µπάλα και της 
προσδίδει µια αρχική ταχύτητα 0v . Να εκφραστεί η ταχύτητα v  της µπάλας 
σε κάθε σηµείο της τροχιάς της ως συνάρτηση του χρόνου  t,  δηλαδή να 
βρεθεί µια συνάρτηση f της µορφής )(tfv = . 

 
 

2. Έστω 22),( yxOMd += η απόσταση ενός σηµείου Μ(x,y) από την αρχή Ο 
των αξόνων. Αν το Μ κινείται σε ευθεία ή κωνική τοµή, να ερευνηθεί η 
µεταβολή της d. 

Το ερώτηµα µοιάζει µάλλον απροσδόκητο. Το πρώτο πρόβληµα είναι µια 
απλοποιηµένη κατάσταση σε εξω-µαθηµατικό πλαίσιο, ενώ το δεύτερο είναι ένα 
καθαρά µαθηµατικό ερώτηµα. Ποιοι ήταν οι παράγοντες που µας οδήγησαν στη 



ζητούµενη συσχέτιση; Και πρώτα από όλα, ποιες ήταν οι αρχές που µας οδήγησαν 
στη διατύπωση των προβληµάτων αυτών;  

Είναι γνωστός ο ρόλος της γενίκευσης (generalization) τόσο στην ανάπτυξη των 
µαθηµατικών εννοιών όσο και σε γνωστικό επίπεδο. Για παράδειγµα, οι Steele and 
Johanning (2004) τη συνδέουν µε την ανάπτυξη των γνωστικών σχηµάτων (cognitive 
schemes) και τη λύση προβλήµατος. Ο Tall (1991) διακρίνει την επεκτατική γενίκευση 
(expansive generalization) και την επανακατασκευαστική γενίκευση (reconstructive 
generalization) και τις συνδέει µε τους δύο τρόπους ανάπτυξης ενός γνωστικού 
σχήµατος, δηλαδή την αφοµοίωση (assimilation) και την προσαρµογή 
(accommodation) αντιστοίχως. Ο Dörfler (1991), συνδέει τη γενίκευση µε την 
ανάπτυξη µιας θεωρίας δράσης (activity theory). Όµως εδώ θα σταθούµε στη γνωστή 
τοποθέτηση του Mason (1996), στην οποία υποστηρίζει ότι  η ικανότητα να 
διακρίνουµε το γενικό από το συγκεκριµένο (γενίκευση) και το συγκεκριµένο από το 
γενικό (εξειδίκευση-specialization), βρίσκεται στο κέντρο της µαθηµατικής 
δηµιουργίας. Την αντίληψη αυτή τη θεωρούµε χρήσιµη για τη θέση που 
υποστηρίζουµε ως προς τη διδασκαλία των Μαθηµατικών. 

Από την άλλη µεριά, η γενίκευση δεν καλύπτει το θέµα της διατύπωσης ενός 
ερωτήµατος, δηλαδή ενός προβλήµατος (problem posing), όπως αφήνει να εννοηθεί ο 
Dörfler. Όλοι γνωρίζουµε ότι η διδασκαλία των Μαθηµατικών στη ∆ευτεροβάθµια 
Εκπαίδευση έχει παραβλέψει το θέµα αυτό. Για παράδειγµα, ο Kilpatrick (1987, 
p.123) επισηµαίνει ότι οι µαθητές βλέπουν τα προβλήµατα έξω από αυτούς, ‘σαν τα 
ψηλά βουνά που πρέπει να τα κατακτήσουµε’. Προτείνουµε ότι οι επιστηµολογικές 
αρχές της εφαρµοσιµότητας (applicability) και της ετοιµότητας (readiness)  θα 
µπορούσαν, σε κάποιο βαθµό, να καλύψουν το ζήτηµα. 

Πιο συγκεκριµένα, ο όρος εφαρµοσιµότητα προέρχεται από τον όρο εφαρµόσιµα 
µαθηµατικά (applicable mathematics) και βασίζεται στην αντίληψη ότι τα µαθηµατικά 
αποτελούν πιθανή πηγή µοντέλων για τη διερεύνηση µιας δεδοµένης ή µιας 
προτεινόµενης κατάστασης, βλέπε π.χ. Ormel (1972), Pollak (1979). Με τον όρο 
ετοιµότητα εννοούµε την τάση για διερεύνηση των πιθανών εφαρµογών µιας 
µαθηµατικής έννοιας, προκειµένου να ερµηνεύσουµε ένα σύνολο φαινοµένων ή 
προκειµένου να διατυπώσουµε νέα ερωτήµατα µε τη µορφή υποθέσεων, τόσο µέσα 
σε µαθηµατικά όσο και σε εξω-µαθηµατικά πλαίσια. Ισχυριζόµαστε ότι η υιοθέτηση 
όλων των παραπάνω αρχών έχει σαν αποτέλεσµα την ανάπτυξη µιας οπτικής τόσο για 
τα Μαθηµατικά όσο και για τη διδασκαλία τους που αποδίδεται µε τη φράση τα 
Μαθηµατικά ως ένα ‘αχανές’ δίκτυο αλληλοσυνδεόµενων προβληµάτων.   

Είναι σαφές ότι η θέση που περιγράψαµε σύντοµα στα προηγούµενα, εµπλουτίζει τη 
γενικότερη αντίληψη που έχουµε διατυπώσει από καιρό για τη διδασκαλία των 
Μαθηµατικών ως λύση προβλήµατος (teaching mathematics as problem solving), 
βλέπε π.χ. Klaoudatos (1998, 2002), Κλαουδάτος (1997), Klaoudatos and 
Papastavridis (2002). 

Στις επόµενες δύο παραγράφους θα παρουσιάσουµε σύντοµα την επίλυση του πρώτου 
προβλήµατος και θα το συνδέσουµε µε το δεύτερο. Την παρουσίαση θα 
συνοδεύσουµε µε σχόλια διδακτικού περιεχοµένου, όπως διαµορφώθηκαν σε 
συζητήσεις που είχαµε µε συναδέλφους αλλά και σε διδασκαλίες που πρόσφατα 
πραγµατοποιήσαµε σε σχολεία του Λεκανοπεδίου µε µαθητές Β΄ Λυκείου θετικής 
κατεύθυνσης. Τέλος, πρέπει να τονίσουµε ότι η παρουσίαση έγινε µε τη βοήθεια του 
υπολογιστή. Το γεγονός αυτό µας επέτρεψε να υπερβούµε τις δυσκολίες που 
υπάρχουν στην επίλυση του προβλήµατος, τόσο σε γνωστικό επίπεδο όσο και σε 



επίπεδο προγράµµατος σπουδών, δεδοµένου ότι η βολή (projectile motion) τυπικά δεν 
περιέχεται στο πρόγραµµα του Λυκείου [1]. 

Η διδασκαλία του πρώτου προβλήµατος 
Η πρώτη ενέργεια είναι η αφιέρωση του κατάλληλου χρόνου για τη συζήτηση του 
προβλήµατος, έτσι ώστε να διευκρινιστεί πλήρως η κατάσταση. Στη συνέχεια και 
πριν αρχίσει η επεξεργασία του ερωτήµατος, διατυπώνουµε το ακόλουθο βοηθητικό 
ερώτηµα µε στόχο τη διαισθητική προσέγγιση και την ανάπτυξη εικασιών: 

Μπορείτε να κάνετε ένα πρόχειρο διάγραµµα της ταχύτητας της µπάλας 
συναρτήσει του   χρόνου;  

Ουσιαστικά ζητήσαµε από τους µαθητές να διατυπώσουν µια εικασία. Η εµπειρία από 
το πρόβληµα µας έδειξε ότι οι περισσότερες απαντήσεις περιορίζονται στα 
διαγράµµατα του σχήµατος 1. Παρατηρούµε ότι στα (α) και (γ) θεωρείται ότι η 
ταχύτητα της µπάλας στο ανώτερο σηµείο της τροχιάς είναι µηδέν. Από την άλλη 
µεριά, στα (γ) και (δ) η µεταβολή της ταχύτητας ως προς το χρόνο θεωρείται 
γραµµική. 

Ποιο είναι το σωστό; Προφανώς θα πρέπει να υπολογίσουµε τη συνάρτηση. Για να 
γίνει όµως αυτό πρέπει να έχουµε µια ακριβή εικόνα της κίνησης. Εδώ θα µας 
βοηθήσει ο υπολογιστής, όπου µε κατάλληλο πρόγραµµα αναπαριστούµε την κίνηση 
της µπάλας ενώ, ταυτόχρονα, έχουµε και  την ανάλυση της ταχύτητας σε δύο 
συνιστώσες, όπως παρατηρούµε στο σχήµα 2. 

                    (α)                              (β)                            (γ)                                 (δ) 
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Σχήµα 1 

Σχήµα 2 

Η οθόνη του υπολογιστή εκτός από το σχήµα 2 έχει και τις ακόλουθες πληροφορίες 
που περιέχονται στο σχήµα 3: 



 
 Σχήµα 3 

Το αριστερό διάγραµµα αναφέρεται στην κατακόρυφη συνιστώσα της ταχύτητας, 
δηλαδή στη µεταβολή του ύψους συναρτήσει του χρόνου t (παραβολή-m), στην 
ταχύτητα (m/s) που είναι ευθεία µε αρνητικό συντελεστή διεύθυνσης λόγω της 
βαρύτητας, και στην επιτάχυνση της βαρύτητας (m/s 2 ) που είναι αρνητική αλλά 
σταθερή (g=10m/s 2 περίπου). Τα αντίστοιχα ισχύουν για την οριζόντια συνιστώσα, 
δεξιό διάγραµµα, µε τη διαφορά ότι εδώ η ταχύτητα είναι σταθερή και δε µηδενίζεται. 
Ο οριζόντιος άξονας και στα δύο διαγράµµατα είναι ο χρόνος t σε δευτερόλεπτα. 
Τέλος, το πρόγραµµα δίνει µια επιλογή τιµών για τη γωνία βολής και για την 
ταχύτητα. Συµφωνήσαµε ότι θα εργαστούµε µε τη γωνία 45 o  και µε ταχύτητα 40 m/s. 

Η συζήτηση αποκάλυψε στους περισσότερους µαθητές ότι η ταχύτητα δε µηδενίζεται 
στην κορυφή της τροχιάς, µηδενίζεται µόνον η κατακόρυφη συνιστώσα η οποία στη 
συνέχεια γίνεται αρνητική, δηλαδή αλλάζει φορά. Μετά από αυτά τα συµπεράσµατα 
διατυπώνουµε το ερώτηµα: 

Μήπως θέλετε να διορθώσετε το διάγραµµά σας; ∆ηλαδή να επαναδιατυπώσετε 
την εικασία σας; 

Στην περίπτωση αυτή συνήθως εγκαταλείπονται τα διαγράµµατα (α) και (γ) και 
διαµορφώνονται όπως περίπου τα (β) και (δ), στο σχήµα 1. 

 Ποιο από τα δύο διαγράµµατα πιστεύετε ότι είναι το σωστό; 

Οι µαθητές ταλαντεύονται ανάµεσα στα δύο. Είναι φανερό ότι πρέπει να υπολογιστεί 
η συνάρτηση και το πρώτο βήµα είναι ο υπολογισµός των yx vv , . Για τους µαθητές 
φαίνεται ότι ο υπολογισµός των συνιστωσών είναι µια µάλλον εύκολη υπόθεση, 
δηλαδή tgvvvv yx ⋅−⋅=⋅= oo 45sin,45cos 00 . Από το τρίγωνο των ταχυτήτων 

yx vvv ,, , και για τις τιµές που συµφωνήθηκαν, έχουµε τα ακόλουθα. 

2
0

2
0

22 )45sin()45cos()( tgvvvvtv yx ⋅−⋅+⋅=+= oo  ή 

0,0,1600240)( 22 <∆>+⋅⋅−⋅= atgtgtv , (1) 

Στη συνέχεια τους δείξαµε το διάγραµµα της συνάρτησης (1) από τον υπολογιστή, 
σχήµα 4, και τους ρωτήσαµε αν τους θυµίζει κάποια καµπύλη. Οι µαθητές απάντησαν 
ότι µπορεί να είναι παραβολή ή υπερβολή, αλλά δεν ήταν βέβαιοι. Θα έπρεπε να 
ερευνηθεί αν η (1) είναι γνωστή συνάρτηση. 
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Σχήµα 4 

Στο σηµείο αυτό κάναµε τη γενίκευση. Παρατηρούµε ότι µέσα στην τετραγωνική 
ρίζα είναι µια τετραγωνική συνάρτηση µε α>0 και ∆<0. Γιαυτό θα ήταν πιο χρήσιµο 
να πάρουµε τη γενική µορφή της τετραγωνικής συνάρτησης, µε την υπόθεση α>0 και 
∆<0, και να βρούµε τη γενική εξίσωση. Με άλλα λόγια, να αποσπάσουµε τη 
συνάρτηση αυτή από το ειδικό πλαίσιο του προβλήµατος προκειµένου να φθάσουµε 
σε όσο το δυνατόν ευρύτερα συµπεράσµατα. Αν λοιπόν θέσουµε 

,0,0,)( 2 <∆>++== axyxf γβαχ  τότε 
aa

xay
4

)
2

( 2 ∆
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β  ή, τελικά, 
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=λ , δηλαδή έχουµε µια 

υπερβολή. Το αποτέλεσµα ήταν µη αναµενόµενο για τους µαθητές, όσο ήταν και για 
µας όταν ερευνούσαµε το πρόβληµα. Η ταχύτητα λοιπόν της µπάλας του γκολφ σε 
κάθε σηµείο της τροχιάς της δίνεται από τη συνάρτηση (1), που είναι υπερβολή λόγω 
της (2).   

Στο τελευταίο βήµα της επίλυσης διαχωρίσαµε τη συνάρτηση από το πρόβληµα, 
εποµένως η συνάρτηση γβ ++= xaxxf 2)( έχει τώρα µια ύπαρξη ανεξάρτητη από 
οποιοδήποτε πρόβληµα, είναι δηλαδή ένα µαθηµατικό αντικείµενο (mathematical 
object). Είναι φυσιολογικό, πλέον, να αναρωτηθούµε τι συµβαίνει για τις διάφορες 
τιµές των α και ∆. Το αποτέλεσµα της διερεύνησης ήταν για µια ακόµα φορά µη 
προβλέψιµο. Η συνάρτηση αυτή δίνει  την ευθεία και όλες τις κωνικές τοµές. 

 Θα παρουσιάσουµε τα αποτελέσµατα µόνο για δύο περιπτώσεις. Ο αναγνώστης 
µπορεί να κάνει πλήρη διερεύνηση, εργαζόµενος όπως πιο πάνω. 

Για παράδειγµα αν 72)( += xxf  τότε είναι α=0 και ∆>0, παραβολή. Αν 

653)( 2 ++−= xxxf , α<0, α≠-1, ∆>0, έλλειψη, βλέπε σχήµατα 5.  
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Σχήµα 5 

Το δεύτερο πρόβληµα ως εξειδίκευση του πρώτου 
Όταν έχεις αναπτύξει µια ιδέα, τότε τη συναντάς πολύ συχνά. Ποια θα µπορούσε να 
είναι µια χρήσιµη µορφή της γβ ++= xaxxf 2)( ; Μα φυσικά η συνάρτηση της 
απόστασης δύο σηµείων η οποία είναι πάντοτε µια µη αρνητική ποσότητα. Και 
επειδή, όπως είδαµε, η f  σχετίζεται άµεσα µε την ευθεία και τις κωνικές τοµές, η 
διατύπωση του δεύτερου προβλήµατος ήλθε φυσιολογικά. Εδώ θα ασχοληθούµε 
µόνον µε την περίπτωση της ευθείας και της παραβολής, οι υπόλοιπες προκύπτουν µε 
τον ίδιο τρόπο.   
1η περίπτωση: Έστω ότι το Μ(x,y) κινείται στην ευθεία baxxf +=)( . Η απόσταση 

του Μ από την αρχή των αξόνων είναι ,),( 22 yxyxd += ή 22 )()( baxxxd ++= . 

Η εξίσωση αυτή έχει πάντα τη µορφή ,)( 2 CBxAxxd ++=  µε Α>0 και ∆<0, άρα η 
d παριστάνει µια υπερβολή. 
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Σχήµα 6 

Στο σχήµα 6 το Μ  κινείται στην ευθεία  48.0)( −−== xyxf  εποµένως η µεταβολή 

της απόστασής του από το Ο δίνεται από την υπερβολή 164.664.1)( 2 ++= xxxd .  

2η περίπτωση: Έστω ότι το Μ(x,y) κινείται στην παραβολή pxy 22 = . Τότε 

pxxxdY 2)( 2 +== ή 222 )( ppxY −+= και τελικά 12

2

2

2

=−
p
Y

p
X , δηλαδή είναι ο 

κλάδος της υπερβολής που αντιστοιχεί στα χ≥0, σχήµα 7, για την παραβολή xy 42 = . 
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Σχήµα 7 

Γενικότερα, είναι απλό να δείξουµε ότι και για την έλλειψη και για την υπερβολή 
ισχύουν τα ίδια, δηλαδή ότι η συνάρτηση d είναι υπερβολή, κλάδος ή µέρος της [3]. 
Φυσικά µπορούµε να διατυπώσουµε και άλλα ερωτήµατα, για παράδειγµα ποια είναι 
η d (M, E), όπου Ε είναι µια εστία των κωνικών.  Τέλος του µαθήµατος, το οποίο είχε 
διάρκεια δύο συνεχόµενων διδακτικών ωρών. 

Πως ξεκίνησε η εργασία αυτή 
Το χειµώνα του ακαδηµαϊκού έτους 2000-2001, µέσα στην αίθουσα διδασκαλίας και 
κατά τη διάρκεια του µαθήµατος οι φοιτητές σε συνεργασία µαζί µας ανέπτυξαν το 
ακόλουθο πρόβληµα ως αποτέλεσµα των διαδοχικών γενικεύσεων ενός άλλου 
γεωµετρικού προβλήµατος:  
Σε τρίγωνο ΑΒC, D είναι ένα σηµείο της BC από το οποίο κατασκευάζουµε ευθύγραµµα 
τµήµατα DI, DK, τα οποία σχηµατίζουν µε τις πλευρές ΑΒ, ΑC αντιστοίχως, ίσες γωνίες 
ω. Να βρεθεί η θέση του D, ώστε το µήκος ΙΚ να γίνει ελάχιστο, σχήµα 8. 
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Σχήµα 8 
Τη λύση του προβλήµατος αυτού παρουσιάσαµε σε διεθνές συνέδριο, βλέπε 
Klaoudatos (2002). Έκτοτε διατυπώθηκαν διάφορες λύσεις οι οποίες έχουν βέβαια 
την αξία τους, αλλά εδώ θα επιµείνουµε στη δική µας επειδή σχετίζεται µε το θέµα.   

∆ιαπιστώσαµε ότι η βασική περίπτωση ήταν η ω=Α. Κάθε άλλη περίπτωση ανάγεται 
σε αυτήν, εποµένως στο σχήµα 9 οι DI και DK είναι παράλληλες προς τις πλευρές 
AC και AB αντίστοιχα. Τότε αποδεικνύεται ότι η ΙΚ εφάπτεται συνεχώς µιας 
παραβολής η οποία, παραβολή, εφάπτεται στις πλευρές ΑΒ, AC στα Β και C. Για την 
κατασκευή της παραβολής, δηλαδή της εστίας F και της διευθετούσας Ζ1 Ζ2, βλέπε 



Bullard (1935, 1937) ή Honsberger (1978, p.236-242). Στη συνέχεια αποδείξαµε ότι 
το ελάχιστο µήκος της ΙΚ συµβαίνει όταν το D πάρει  τέτοια θέση πάνω στην BC, 
ώστε η DQ να γίνει η DF, δηλαδή να γίνει ο άξονας συµµετρίας της παραβολής, όπως 
δείχνει το σχήµα 10. Το ελάχιστο µήκος είναι ίσο µε το µήκος της ΝΟ, όπου Ν, Ο 
είναι τα µέσα των FZ1 και FZ2, όπου Z1, Ζ2 συµµετρικά της F ως προς τις πλευρές 
ΑΒ, AC, αντίστοιχα. Η ΝΟ είναι εφαπτόµενη της παραβολής στην κορυφή της, 
δηλαδή είναι µια άλλη θέση της ΙΚ. 
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Σχήµα 10 

Αργότερα δώσαµε το πρόβληµα ως εργασία στους µεταπτυχιακούς φοιτητές της 
επόµενης χρονιάς. Και ενώ αναµέναµε γεωµετρικές λύσεις, ένας φοιτητής το έλυσε 
αλγεβρικά δείχνοντας ότι το µήκος της ΙΚ συναρτήσει της απόστασης ΒD=x δίνεται 



από µια συνάρτηση της µορφής ,)( 2 CBxAxxd ++= µε Α>0 και ∆<0![2]. ∆εν 
είχαµε ερευνήσει ακόµα το 1ο πρόβληµα, εποµένως εκείνη την εποχή η συνάρτηση 
αυτή δε µας έλεγε πολλά πράγµατα. Μόλις όµως διαµορφώσαµε το 1ο πρόβληµα και 
διαπιστώσαµε την ιδιαιτερότητα της συνάρτησης, διατυπώσαµε το ερώτηµα αν 
υπάρχει σύνδεση µεταξύ των δύο αυτών προβληµάτων. Το ερώτηµα τέθηκε ως εξής: 
Είναι δυνατόν να θεωρήσουµε την παραβολή του τριγώνου ABC ως τροχιά υλικού 
σηµείου που εκτοξεύεται από το Β, µε αρχική ταχύτητα v ίση µε το µήκος της ΑΒ;  
Η απάντηση είναι ΝΑΙ. Από το σχήµα 9 φαίνεται πως όταν το D παίρνει τη θέση του 
Β ή του C τότε η ΙΚ ταυτίζεται µε την ΑB ή την ΑC αντίστοιχα. Έτσι µπορούµε να 
θεωρήσουµε ότι το σηµείο Q, το σηµείο επαφής της ΙΚ µε την παραβολή, εκτοξεύεται 
από το Β και σε κάθε θέση έχει ταχύτητα ίση µε το µήκος του ΙΚ. Κατόπιν 
αποδείξαµε ότι η ΙΚ, αν θεωρηθεί ως το ‘διάνυσµα’ της ταχύτητας, αναλύεται σε µία 
‘οριζόντια’ συνιστώσα µε σταθερό µήκος και σε µια ‘κατακόρυφη’ συνιστώσα 
µεταβαλλόµενη. Η ανάλυση έγινε στους άξονες της διευθετούσας Ζ1Ζ2 και της 
διαµέσου ΑΜ η οποία, λόγω κατασκευής, είναι κάθετη στη διευθετούσα. Όπως 
παρατηρούµε, η ‘οριζόντια’ συνιστώσα είναι η Ι΄Κ΄ η οποία ισούται µε την ΝΟ 
επειδή το τετράπλευρο ΝΙ΄Κ΄Ο είναι πάντα παραλληλόγραµµο. Επίσης ισχύει ότι 
ΝΟ= Ι΄Κ΄=ΙΚσυνω, όπου ω η γωνία της διευθετούσας µε το ΙΚ, δηλαδή στο σχήµα 9 
είναι η γωνία Ι΄΄ΙΚ. Ανάλογα δείχνεται ότι η ‘κατακόρυφη’ συνιστώσα είναι 
Ι΄΄Κ΄΄=ΙΚηµω. Ενδιαφέρον παρουσιάζει η µεταβολή της Ι΄΄Κ΄΄ δεδοµένου ότι είναι 
παρόµοια µε τη µεταβολή της yv στο σχήµα 2. Φυσικά, επειδή η όλη κατάσταση είναι 
ιδεατή, για παράδειγµα µιλάµε για υλικό σηµείο µε µηδενική µάζα, προφανώς δεν 
µπορούµε να αναφερθούµε π.χ. στο g. Η όλη κατάσταση είναι ένα γεωµετρικό 
µοντέλο της βολής µε κάποιες, µη συνήθεις, συµβάσεις. 

Σύνοψη 
Η θέση ότι τα Μαθηµατικά αλλά και η διδασκαλία τους µπορούν να θεωρηθούν από 
την οπτική των αλληλοσυνδεόµενων προβληµάτων δεν είναι νέα, βλέπε π.χ. Bouvier 
(1985). Η επιδίωξή µας ήταν να προβάλλουµε κάποιες αρχές που θα φέρουν τη 
διδασκαλία πιο κοντά στη µαθηµατική δηµιουργία.  

Κατά τη σύντοµη περιγραφή της διδασκαλίας των δύο προβληµάτων, προσπαθήσαµε 
να δείξουµε τις βασικές αρχές της διδασκαλίας µας και ιδιαίτερα τη θεµελιώδη αρχή 
της επικοινωνιακής προσέγγισης, ότι ο τρόπος που επικοινωνούν οι µαθητές µε το 
δάσκαλο ή τους συµµαθητές τους αποτελεί τη βάση πάνω στην οποία διαµορφώνονται 
οι τρόποι που σκέφτονται και ενεργούν στα Μαθηµατικά. Γιαυτό και µέσα από 
συνεχείς ερωτήσεις προσπαθήσαµε να αναπτύξουµε κανάλια επικοινωνίας, µε τα 
οποία θα ήταν δυνατόν να αντιληφθούµε τόσο τη σκέψη των µαθητών, όσο και αυτοί 
τη δική µας. Ο σχεδιασµός λοιπόν των ενεργειών µας ακολούθησε το διάγραµµα: 

1. Παρατήρηση-Πειραµατισµός 

2. Επισήµανση ενός pattern 

3. Ανάπτυξη µιας εικασίας 

4.   Έλεγχος της εικασίας 

 

Επαγωγική Συλλογιστική 

 

Παραγωγική Συλλογιστική 

Τέλος, θα θεωρήσουµε το 1ο πρόβληµα ως πρόβληµα γεννήτορα (generating problem), 
επειδή η επεξεργασία του µας οδήγησε τόσο στην ανάπτυξη της συνάρτησης 

γβ ++= xaxxf 2)(  όσο και στη σύνδεση των προβληµάτων που παρουσιάσαµε. 



Φυσικά, παραµένουν προς διερεύνηση πολλά άλλα ερωτήµατα, τα οποία δεν µπορούν 
να αναφερθούν στην εργασία αυτή. 

Σηµειώσεις 
[1]. Στην εργασία αυτή χρησιµοποιήσαµε τα λογισµικά: MathcaD, Sketchpad και Interactive 
       Physics. 
[2]. Η εργασία παρουσιάστηκε από τον, τότε, µεταπτυχιακό φοιτητή ∆ηµήτρη Ντρίζο. 
[3]. Η µόνη ‘παραφωνία’ είναι ο κύκλος όπου αν έχει κέντρο το Ο, τότε η d είναι ευθ. τµήµα 
      εφαπτόµενο στον κύκλο, διαφορετικά η d είναι  µη γνωστή κλειστή καµπύλη.  
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