
 

Ο µηχανισµός κατασκευής της έννοιας της παραγώγου 

Ιωάννης Καρακωνσταντής, Φιλαρέτου 9, Γαλάτσι 

Περίληψη 
Επιχειρείται η δόµηση ενός εννοιολογικού µηχανισµού της έννοιας της παραγώγου. Η δόµηση βασίζεται σε 
κάποιες ιδέες της «αναδροµικής ανάλυσης» (regressive analysis). Τελικά, προτείνονται κάποιες διδακτικές 
στρατηγικές βασισµένες στις ανωτέρω αναλύσεις.  

Εισαγωγή 
Η διδακτική των µαθηµατικών θέτει σε προτεραιότητα τον προβληµατισµό που αφορά στην 
γένεση και την κατασκευή των εννοιών. Η έρευνα εξετάζει τις σχέσεις µεταξύ των εννοιών. Οι 
σχέσεις αλλάζουν. Το σύνολο δε των µετασχηµατισµών που υφίστανται οι σχέσεις µεταξύ τους, 
για να γνωσθεί µια έννοια, που τοποθετείται στο κέντρο της διδασκαλίας, ο Chevallard (1991) 
το ονόµασε «διδακτική µετάπλαση». Έτσι, µια έννοια αποκτά εγκυρότητα γνώσης, όταν εισαχθεί 
σε ένα πλέγµα δεσµών µε άλλες έννοιες. Για να περιγράψει καλύτερα τις δυνατότητες µάθησης 
ο Vergnaud (1991), εισήγαγε την έννοια του «εννοιολογικού πεδίου». Το προοδευτικό κτίσιµο 
«εννοιολογικών πεδίων», είναι η κυριότερη διαδικασία κατά την εκµάθηση και αποτελεί κύριο 
στόχο για την διδακτική. Το εννοιολογικό πεδίο ορίζεται το σύνολο των σχέσεων µιας έννοιας 
µε άλλες έννοιες. Ανάλογα δε µε το είδος οργάνωσης των εννοιών, επιτυγχάνεται διαφορετικά η 
εννοιολογική αλλαγή κατά την µάθηση.  

Η ανάλυση µιας έννοιας σε άλλες έννοιες τοποθετηµένες σε επίπεδα οργάνωσης φθίνουσας 
περιπλοκότητας ορίζει το «Ιδεογράφηµα» της έννοιας. Η σύνθεση δε της έννοιας από άλλες 
έννοιες τοποθετηµένες σε επίπεδα οργάνωσης αύξουσας περιπλοκότητας ορίζει το 
«∆ιδακτογράφηµα» της έννοιας. Τις έννοιες οργανώνουµε σε συστήµατα εννοιών για να 
ορίσουν τα εννοιολογικά πεδία.  

Έτσι, πρόσφατα, πιο ριζοσπαστικά είδη εννοιολογικών αλλαγών έχουν προταθεί. Η µετακίνηση 
από έναν εννοιολογικό τοµέα σε έναν άλλο, η γνωστή ως διακλάδωση δένδρου και αλλαγή 
δένδρου Thagard (1992). 

Επίσης η µετακίνηση από µια οντολογική κατηγορία σε µια άλλη, Chi, Slotta & De Leeuw 
(1994). 

Αναφερόµενοι στην Πλατωνική θεωρία, παρατηρούµε ότι µαθαίνουµε προχωρώντας µε ένα 
διάλογο Σωκρατικού τύπου. Στον διάλογο αυτό, η πραγµατική πληροφορία είναι δυνατόν να 
µεταδοθεί και η σχετιζόµενη µε την πληροφορία διανοητική δεξιότητα είναι δυνατόν να 
αναπτυχθεί, ως ένα τµήµα ενός τελικού στόχου και όλα αυτά να αποτελούν το «Μαθησιακό 
µπλοκ» ή το «εννοιακό µπλοκ». (“L.B.”) 

Είναι δεδοµένο ότι, µια έννοια θεωρούµενη ως ο τελικός στόχος, είναι δυνατόν να ορισθεί σαν 
µια συνένωση περισσοτέρων στοιχειωδών εννοιών. Σε µια δεύτερη ερµηνεία να µπορεί να 
ορισθεί σαν µια δοµή διατεταγµένη σε ακολουθία επιπέδων περιπλοκότητας ή µαθησιακών 
φάσεων. Η πληροφορία µπορεί να µεταφερθεί σε κάθε επίπεδο µε διαφορετικούς τρόπους, 
προσαρµοσµένη σε διαφορετικές διανοητικές δεξιότητες, έτσι παίρνουµε ένα αριθµό 
µαθησιακών τροχιών. Συνεπώς µπορούµε να θεωρήσουµε ότι ο µαθητής, το δηµ. υποκείµενο, 
χαρακτηρίζεται από ένα «διάνυσµα θέσης», του οποίου οι συνιστώσες ορίζονται από την 
ταξινόµηση των νοητικών δεξιοτήτων σε κάθε επίπεδο. Για τον έλεγχο δε του επιτεύγµατος σε 
κάθε επίπεδο, εισάγονται µεταξύ των επιπέδων ασκήσεις αξιολόγησης. Πάνω σ’ αυτά βασίζεται 
η τοποθέτηση του µαθητή στον πίνακα του «L.B.» για να επιτευχθεί η βελτιστοποίηση της 
µάθησης.  



 

Θεωρώντας ότι, η µάθηση συνίσταται στην απόκτηση νέων εννοιών, από ένα σύνολο 
στοιχειωδών, ήδη γνωστών εννοιών, τις οποίες θεωρούµε αναγκαίες για την σύνθεση της, 
οδηγούµεθα στην δόµηση της έννοιας της παραγώγου σε µια διαδικασία κατασκευής 
ακολουθώντας τα εξής βήµατα: 

• Πρώτον, βρίσκουµε τις έννοιες που ενυπάρχουν και τους τρόπους σύνδεσης µεταξύ τους, 
µε την µέθοδο της αναδροµικής ανάλυσης.  

• ∆εύτερον, αναδιατάσσουµε τις έννοιες σε µια σειρά, ώστε να επιτύχουµε πιο εύκολο 
τρόπο µάθησης. 

• Τρίτον, προτείνουµε τον βέλτιστο δρόµο, τον οποίο θα πρέπει να ακολουθήσει ο 
µαθητής για να έχει, εν προκειµένω, µεγαλύτερη επιτυχία στην δόµηση της έννοιας της 
παραγώγου. 

Θεωρητικό Background 
Στοιχεία της θεωρίας των γραφηµάτων -Στοιχεία Γλωσσολογίας 
Ο Chomsky (1991), ξεχώρισε την βαθιά δοµή µιας πρότασης, η οποία αποτελεί όρισµα µιας 
έννοιας, από την επιφανειακή δοµή της πρότασης. Η βαθιά δοµή περιέχει όλες τις πληροφορίες 
που είναι αναγκαίες για την σηµασιολογική ερµηνεία µιας πρότασης. Επίσης όρισε ότι, οι 
µετασχηµατιστικοί κανόνες επιδρούν πάνω στη βαθιά δοµή µιας πρότασης και παράγουν 
διαφορετικές επιφανειακές δοµές. Έχοντες ως στόχο την διδακτική µετάπλαση της πρότασης, 
που αποτελεί όρισµα για την έννοια της παραγώγου, επιδρούµε πάνω στη βαθιά δοµή της και 
δηµιουργούµε διαφορετικές επιφανειακές δοµές. 

Για να επιτύχουµε καλύτερο χειρισµό, για την διδασκαλία της έννοιας της παραγώγου, 
µετασχηµατίζουµε την πρόταση που αποτελεί όρισµα για την έννοια µε την µέθοδο της 
«αναδροµικής ανάλυσης» (Regressive analysis). 

Με την µέθοδο της «αναδροµικής ανάλυσης» διασπάται µια πρόταση που έχει ως όρισµα µια 
έννοια, σε δύο άλλες προτάσεις, που ορίζουν άλλες έννοιες και αυτό συνεχίζεται στο διηνεκές 
αλλάζοντας µαθησιακά επίπεδα στο «L.B.». Η διαδικασία αυτή σταµατά σε ένα επίπεδο έστω 
Ν0, το επίπεδο βάσης για την έννοια. 

Το Ιδεογράφηµα της Έννοιας της Παραγώγου 
Από την αναδροµική ανάλυση του περιεχοµένου της έννοιας της παραγώγου, παίρνουµε µια 
σειρά εννοιών φθίνουσας περιπλοκότητας, τις οποίες παρουσιάζουµε στην εικόνα 1 και 2 
αντίστοιχα. Chomsky (1957) 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 
1 0       1         
2  0         1  1    
3   0     1         
4    0      1       
5     0    1        
6      0   1        
7       0     1  1   
8        0        1 
9         0 1       
10          0 1 1     
11           0  1    
12            0  1   
13             0  1  
14              0 1  
15               0 1 
16                0 

∆ιάγραµµα 1 
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∆ιάγραµµα 2.  

Στο ∆ιάγραµµα 2, παρουσιάζονται τα επίπεδα περιπλοκότητας της έννοιας που ορίζουν το 
Ιδοεγράφηµά της. Κάθε επίπεδο περιέχει ένα σύνολο εννοιών οι οποίες ορίζουν τις συνιστώσες 
ενός διανύσµατος. 

Οι βασικές έννοιες στοιχεία του Ν0 παρουσιάζονται µε το διάνυσµα V = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7). 
Kosko (1987). Οι αριθµοί δε οι οποίοι συµβολίζουν τις έννοιες που είναι κυρίως µαθηµατικές 
στο γράφηµα το οποίο καλούµε «Ιδεόγραµµα», αποκωδικοποιούνται ως εξής: 

1. Η έννοια της παραγώγου ως συνάρτησης συµβολικά f΄(•) 
2. Η έννοια του απειροστού αριστερά του µηδενός h 0-  
3. Η έννοια του αριθµού που εκφράζει µια σταθερά x0 
4. Η αριθµητική τιµή συνάρτησης στο x0. f(x0) 
5. Η έννοια της συνάρτησης f(•) [ορισµός κατά Frege] 
6. Η έννοια της µεταβλητής x0+h 
7. Η έννοια του απειροστού δεξιά του µηδενός. h  0+ 
8. Συµβολική έκφραση της παραγώγου στο x0. f΄(x0) 
9. Η έννοια της αλγεβρικής παράστασης f(xo+h) 
10. ∆ιαφορά αριθµητικής από αλγεβρική παράσταση που εκφράζει την διαφορά δύο τιµών 

της εξαρτηµένης µεταβλητής 
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Το «∆ιδακτογράφηµα» της Έννοιας της Παραγώγου 
Από διδακτικής σκοπιάς είναι σαφές ότι, η έννοια της µάθησης θα προχωρήσει σε αντίθετη 
πορεία από τις στοιχειώδεις έννοιες προς την κορυφή του γραφήµατος σε µια διαδικασία 
σύνθεσης. Batens (1992). 

Τότε ο µεν πίνακας παραµένει ο ίδιος, όµως στο κατευθυνόµενο γράφηµα αλλάζει το διάγραµµα 
ροής του, συνεπώς τα βέλη κατευθύνονται προς την κορυφή. ∆ιάγραµµα 3. Το νέο διάγραµµα 
είναι το διδακτογράφηµα της έννοιας της παραγώγου. 

Στο ∆ιάγραµµα 3 έχουµε οργάνωση του δυαδικού δένδρου σε επίπεδα, δηλαδή έχουµε 
σχηµατίσει µια διατεταγµένη ακολουθία υποσυνόλων Ni ως εξής: 
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∆ιάγραµµα 3.  

Στο ∆ιάγραµµα 3 παρουσιάζεται η σύνθεση της έννοιας της παραγώγου από άλλες έννοιες που 
τοποθετούνται σε επίπεδα οργάνωσης. 

Στο δεδοµένο πλαίσιο µάθησης θεωρούµε ότι, η διαδικασία της σύνθεσης είναι η κατασκευή 
µιας νέας έννοιας από την σύνδεση δύο άλλων εννοιών. 

Η νοητική κατάσταση η οποία αποδίδεται µε την εικόνα του διαγράµµατος 3 είναι νεφελώδης. 
Αν θέλουµε να ερευνήσουµε ποικίλους τρόπους µάθησης, µας διευκολύνει να κινηθούµε 
παιδαγωγικά σωστά, ερευνώντας µια συνάρτηση ιεράρχησης του γραφήµατος του διαγράµµατος 
3, στην οποία δεν υπάρχουν κύκλοι. 

Όπως ήδη ανεφέρθη, η µάθηση προχωρά µε την λογική σύνδεση δύο εννοιών και έτσι 
κατασκευάζεται µια νέα έννοια, υπό την προϋπόθεση ότι στο γράφηµα G δεν υπάρχουν κύκλοι. 
Συνεπώς είναι αναγκαίο να υπολογισθεί ο αριθµός των δένδρων που προκύπτουν από την 
αποσύνθεση. 

Στην συγκεκριµένη περίπτωση µια αποσύνθεση δένδρων έχει τις ακόλουθες ιδιότητες: 

1. ∃ ! Xn∈E : Γ − {Xn} = 2 

   Γ {Xn} = ∅ 

2.  ∀xi ∈ E−{Xn} : Γ {Xi} = 1. Κάθε γραµµή έχει µια µονάδα (1) 

3. ∀xi ∈ E−{Xn} : |Γ{xi}| ∈ {0,2}. Κάθε στήλη έχει 0 ή δύο µονάδες (1). 

Συµπερασµατικά κατά την αποσύνθεση ενός δένδρου, ένα διάνυσµα σε ένα δεδοµένο επίπεδο, 
µπορεί να έχει περισσότερα από ένα προηγούµενα, αλλά ένα µόνο επόµενο. Στον πίνακα της 



 

εικόνας 1, οι γραµµές 2, 7 και 10 έχουν 2 µονάδες (1) και έτσι δεν ικανοποιείται η δεύτερη 
ιδιότητα. 

Για να πραγµατοποιήσουµε µια αποσύνθεση δένδρου θέτουµε µηδέν (0) στις θέσεις των 
αριθµών κατάλληλα ώστε στις γραµµές 2, 7, και 10 να έχουµε µονάδα (1) µια φορά µόνο. 
Επειδή έχουµε να επιλέξουµε µεταξύ δύο µονάδων σε κάθε µία γραµµή από αυτές 
δηµιουργούνται 23 δυνατότητες. Οι οκτώ (8) αυτές δυνατότητες αντιστοιχούν στα οκτώ δένδρα 
αποσύνθεσης που αποδίδονται στα Ηi γραφήµατα µε 1≤ i≤ 8. 

Τελικά, σε µια αποσύνθεση δυαδικού δένδρου, σε κάθε γραµµή να µην περιέχεται µονάδα (1) 
περισσότερες από µία φορές, αλλά και σε κάθε στήλη πρέπει να έχουµε µηδέν ή δύο φορές την 
µονάδα αλλιώς η στήλη καταργείται. 

Έτσι κατά την εξέλιξη της διδασκαλίας από επίπεδο σε επίπεδο, αν ένα διάνυσµα δεν πληροί τις 
προηγούµενες συνθήκες, όλα τα διανύσµατα που είναι επακόλουθα αυτού δεν αποτελούν 
τµήµατα του δυαδικού δένδρου που ξεκινάει από το Ν0.  

Το επίπεδο Ν0, εκφράζει την βασική γνώση και τις δεξιότητες και αποτελεί επίπεδο αναφοράς 
για την διδασκαλία της έννοιας της παραγώγου. Αν βέβαια το Ν0 είναι υψηλό, τότε οι υπηρεσίες 
της κοινωνίας της νόησης έχουν λιγότερο έργο να επιτελέσουν για να γίνει η σύνθεση της 
έννοιας της παραγώγου. Έτσι ο διδακτικός σχεδιασµός για να έχει αποτέλεσµα θα πρέπει να 
λαµβάνει υπόψη το επίπεδο βάσης Ν0, που εκφράζει την προϋπάρχουσα γνώση του µαθητή.  

Σύµφωνα µε τα προηγούµενα, αν αναλύσουµε την έννοια της παραγώγου, σε ένα επίπεδο Ν0 
σχετικά υψηλών προδιαγραφών, επειδή θεωρείται ότι, αποτελεί την βάση της γνώσης για ένα 
µαθητή είτε µια µαθητική οµάδα, µετά από τον έλεγχο κάποιων σχετικών test αξιολόγησης, η 
διδακτική στρατηγική  είναι µια απλή διαδικασία σύνθεσης από τις στοιχειώδεις έννοιες προς 
την κορυφή του γραφήµατος. Το «διδακτογράφηµα» που καθορίζει ένα σχέδιο µαθήµατος και 
ορίζει την διδακτική τροχιά, είναι ένα δυαδικό δένδρο, το οποίο εύκολα δοµείται όπως φαίνεται 
στο διάγραµµα 4.  
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∆ιάγραµµα 4. 

Στο διάγραµµα 4 παρουσιάζεται η σύνθεση της έννοιας της παραγώγου από άλλες έννοιες σε 
επίπεδα οργάνωσης από ένα πιο υψηλότερο επίπεδο Ν0. 

Κατασκευή ∆υαδικού ∆ένδρου αποσύνδεσης µε βάση Ν0 
Σύµφωνα µε τα προηγούµενα, εύκολα µπορούµε να κατασκευάσουµε τις πρώτες αποσυνθέσεις 
δυαδικών δένδρων. Στην εικόνα 4 έχουµε αναπαράξει τον πίνακα της εικόνας 1, στον οποίο 
έχουµε θέσει ένα (x) στις αµφισβητούµενες γραµµές 2, 7 και 10. Κάτω από τον πίνακα είναι 8 



 

γραµµές που περιέχουν αντίστοιχα τις τιµές που θα πάρουν τα µονοπάτια για κάθε µία από τις 
οκτώ (8) δυνατότητες των δένδρων αποσύνθεσης Lipschutz (1992, Liu (1985): 

 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 
1 0       1         
2  0         Χ  Χ    
3   0     1         
4    0      1       
5     0    1        
6      0   1        
7       0     Χ  Χ   
8        0        1 
9         0 1       
10          0 Χ Χ     
11           0  1    
12            0  1   
13             0  1  
14              0 1  
15               0 1 
16                0 

 

 2  11 2  13 7  12 7  14 10  11 10  12 
1 1 0 1 0 1 0 
2 1 0 1 0 0 1 
3 1 0 0 1 1 0 
4 1 0 0 1 0 1 
5 0 1 1 0 1 0 
6 0 1 1 0 0 1 
7 0 1 0 1 1 0 
8 0 1 0 1 0 1 

∆ιάγραµµα 5 
Ας εστιάσουµε την προσοχή µας στην πρώτη γραµµή του πλαισίου που δίνει το σύνολο των 
τιµών που αντιστοιχεί στο γράφηµα Η1 της εικόνας 5 και ας εφαρµόσουµε τους προηγούµενους 
κανόνες.  

Θέτοντας τις αντίστοιχες τιµές στην θέση των (x) κατασκευάζουµε τον πίνακα της εικόνας 5. Ο 
πρώτος κανόνας πληρείται, όλες οι γραµµές περιέχουν µόνο µια φορά την µονάδα (1), αλλά όλες 
οι στήλες δεν έχουν δύο φορές την µονάδα (1). ∆ιαγράφουµε τις στήλες και τις γραµµές από τον 
πίνακα, οι οποίες δεν έχουν στις στήλες δύο φορές την µονάδα, επειδή τα αντίστοιχα 
διανύσµατά τους είναι εκτός κανόνα. Έτσι, εν προκειµένω, διαγράφουµε τις στήλες και γραµµές 
12, 13 και 14. Πράττοντας έτσι οι στήλες 7 και 15 και οι γραµµές 7 και 4 έχουν µόνο µηδενικά, 
έτσι τις διαγράφουµε ως µη παρεµβαίνουσες στο σύστηµα.  

 1 2 3 4 5 6 8 9 10 11 16  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 
1 0      1     1 0       1         
2  0        1  2  0         1      
3   0    1     3   0     1         
4    0     1   4    0      1       
5     0   1    5     0    1        
6      0  1    6      0   1        
8       0    1 7       0     1     
9        0 1   8        0        1 
10         0 1  9         0 1       
15          0 1 10          0 1      
16           0 11           0  1    
          12            0  1   
     

(2) 
     13             0  1  

 

14              0 1  
 15               0 1 
 16                0 
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∆ιάγραµµα 6 
Έτσι προκύπτει ο πίνακας (2) του διαγράµµατος 6 και κατασκευάζεται το γράφηµα Η1. 

Χρησιµοποιώντας τον ίδιο αλγόριθµο για όλες τις δυνατές περιπτώσεις που υπάρχουν στην 
εικόνα 5 επιτυγχάνονται οι λύσεις οι οποίες συρρικνώνονται στις έξι διαφορετικές Η1, Η2, Η3, 
Η4, Η6, Η7. Στα έξι διαφορετικά γραφήµατα αντιστοιχούν οι έξι πίνακες [Ηi], i = 1, 2, 3, 4, 6, 7. 

Ακολούθως δηµιουργούµε τους πίνακες [Li], ως εξής: [Li] = [G] – [Hi], οι οποίοι αντιστοιχούν 
στα γραφήµατα Li. 

• Με την προηγούµενη διαδικασία υπολογίζουµε όλα τα δυαδικά δένδρα που είναι δυνατά 
για κάθε πίνακα. 

• Από τις αποσυνθέσεις δε των νέων δυαδικών δένδρων εφαρµόζοντας τον αλγόριθµο 
παίρνουµε νέες παράγωγες, ώστε µε την οµαδοποίηση των αποτελεσµάτων να 
οργανώσουµε όλους τους τρόπους µε τους οποίους η µαθησιακή διαδικασία µπορεί να 
προχωρήσει, Liu (1985): 



 

Η διαδικασία παρουσιάζεται σχηµατικά για κάθε περίπτωση: 
Η1  

16

15 11

10 

1 
6 

8 9 

2 3 4 5 

 

[L1] = [G] – [H1] 
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Ανάλυση διδακτικής διαδικασίας: 
Μια διδακτική πορεία ξεκινά µε την δόµηση της έννοιας 9 από τις έννοιες 5 και 6. Με την 
βοήθεια της 9 και των 4 δοµείται η 10, η οποία µε την έννοια 2 του Ν0 δοµεί την 11. 

• Μέσω του σταδίου m1 κατασκευάζονται οι έννοιες 13 και 12 
• Μέσω του σταδίου R1 κατασκευάζονται οι έννοιες 14 και 15 οπότε επιστρέφοντας στο 

γράφηµα Η1 µε την κατασκευή της 8 φτάνουµε στην κατασκευή της τελικής έννοιας 16. 
• Ανάλογη είναι και η πορεία που ακολουθείται και µε την δεύτερη διαδικασία.  
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[L3] = [G] – [H2] 
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H4 = H5 
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Η4  m4  K1  Λ1  R4  H4  end 
H4  m4'  K2  Λ2  R4'  H4  end 
H4  R4''  K3  Λ3  m4''  H4  end 
H4  Λ3  R4'''  K4  R4''  m4;;;  H4  end 
Παρουσιάζονται ορισµένες στρατηγικές που είναι δυνατόν να αναπτυχθούν κατά την εξέλιξη 
µιας διδασκαλίας.  
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[L7] = [G] – [H7] 
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H8  U3  R7'' – m7''  H8  end 

Παρουσιάστηκαν ενδεικτικά στοιχεία διδακτικών στρατηγικών. Η δηµιουργικότητα κάθε 
δασκάλου ορίζει συγκεκριµένο πρόγραµµα οργάνωσης των υποπρογραµµάτων, τα οποία 
ορίζονται από τα γραφήµατα και χαράζει δική του στρατηγική. Ανάλογα µε τη διδακτική 
στρατηγική, ο µαθητής οργανώνει στρατηγικές µάθησης κατά αντιστοιχία. Η λήψη ενός 
στοιχείου από το πλήθος των δυνατών συνδυασµών, οι οποίοι ορίζουν διδακτικές στρατηγικές 
είναι προσωπική υπόθεση των διδασκόντων και αποτελεί χαρακτηριστικό του διδακτικού 
σχεδιασµού τους. Επίσης οι µαθητές χαρακτηρίζονται για το συγκεκριµένο στυλ στρατηγικών 



 

µάθησης, το οποίο έχουν κατά περίπτωση, κατά τη δόµηση της γνώσης της έννοιας της 
παραγώγου.  

Συµπέρασµα 
Η ανάλυση της έννοιας της παραγώγου, σε έννοιες φθίνουσας περιπλοκότητας που διατάσσονται 
σε επίπεδα, µε τη µέθοδο της «αναδροµικής» ανάλυσης είναι απαραίτητη. Αυτό ισχύει επειδή η 
ανάλυση αυτή οδηγεί σε ένα επίπεδο βασικής γνώσης Ν0. Η γνώση του επιπέδου «βασικής 
γνώσης» αποτελεί προϋπόθεση για την οµαδοποίηση των µαθητών που έχουν το ίδιο επίπεδο Ν0. 
Ανάλογα µε το επίπεδο «βασικής γνώσης» οργανώνεται η αντίστροφη πορεία της σύνθεσης της 
έννοιας από τις έννοιες του Ν0. Η δυσκολία της σύνθεσης µεγαλώνει όσο το επίπεδο βασικής 
γνώσης Ν0 χαµηλώνει. Οι στρατηγικές διαφοροποιούνται και η δράση τους στη βαθιά δοµή των 
προτάσεων, που αποτελούν όρισµα για την έννοια της παραγώγου, παράγουν διαφορετικές 
επιφανειακές δοµές. Η ουσία όµως είναι ότι εσωτερικεύεται η βαθιά δοµή των προτάσεων που 
έχουν ως όρισµα την έννοια της παραγώγου στο νοητικό σύστηµα µόνο όταν η σύνθεσή της 
ξεκινά από το Ν0. 

Η γνώση του επιπέδου Ν0, που αποτελεί το επίπεδο της «βασικής» γνώσης, είναι απαραίτητη 
προϋπόθεση για την οργάνωση διδακτικής στρατηγικής από τον δάσκαλο. 

Για τη σύνθεση της έννοιας της παραγώγου από άλλες έννοιες που βρίσκονται στα επίπεδα 
οργάνωσης της σκέψης Ni, i= 0, 1, 2, …, αποδεχόµαστε την ισχύ της θεωρίας των Van Hiele 
όπως την διαχειρίζεται ο Usiskin. 

Η σειρά µε την οποία οι µαθητές κατακτούν τα επίπεδα σκέψης είναι αναλλοίωτα για όλους. Με 
άλλα λόγια ένας µαθητής δεν µπορεί να βρεθεί στο επίπεδο Nn, αν δεν έχει περάσει από το 
επίπεδο Nn-1. 

• Σε κάθε επίπεδο οργάνωσης της σκέψης παρατηρείται ότι, εκείνο που στο προηγούµενο 
επίπεδο ήταν εξωγενές, στο παρόν επίπεδο γίνεται εγγενές. 

• Κάθε επίπεδο οργάνωσης της σκέψης, έχει τα δικά του σύµβολα και το δικό του δίκτυο 
σχέσεων, που συσχετίζουν αυτά τα σύµβολα. 

• ∆ύο υποκείµενα που συζητούν από διαφορετικά επίπεδα σκέψης δεν επικοινωνούν. 
Υπογραµµίζεται ότι, δεν έγινε ειδική µνεία για τις ιδιαιτερότητες της συντακτικής ανάλυσης, 
σχετικά µε την έρευνα του παραγωγικού συµπερασµού και θέµατα στρατηγικής.  

Η έρευνα βασίζεται στο χωρισµό των µαθητών σε οµάδες ανάλογα µε το επίπεδο της βασικής 
γνώσης που βρίσκονται, Bachelard (1965). 

Η διδακτική στρατηγική βασίζεται στις ιδιότητες του πυρήνα ενός γραφήµατος, και την 
δηµιουργικότητα του ∆ιδάσκοντα να αυτοσχεδιάζει εµπειρικά.  

Η ανάλυση δε της ικανότητας επιλογής στρατηγικής από τους µαθητές αλλά και από τους 
διδάσκοντες ανάγεται σε ένα πρόβληµα ανάλυσης όλων των δυνατών δρόµων ενός γραφήµατος.  

Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι, η θεωρία των γραφηµάτων είναι ο κύριος µοχλός στήριξης της 
διδακτικής δηµιουργικότητας.   
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