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Περίληψη  
Στην εισήγηση αυτή παρουσιάζονται ορισµένα από τα αποτελέσµατα του δεύτερου χρόνου 
υλοποίησης του προγράµµατος «Εφαρµογή καινοτόµων προσεγγίσεων στη διδασκαλία των 
Μαθηµατικών» (IIATM, “Implementation of Innovative Approaches to the Teaching of 
Mathematics”, Erasmus/Comenius). Το πρόγραµµα πραγµατοποιείται µε τη συνεργασία 
τεσσάρων ευρωπαϊκών Πανεπιστηµίων και επιδιώκει να φέρει σε επαφή δασκάλους και 
εκπαιδευτές από διαφορετικές ευρωπαϊκές χώρες, µε την ανάπτυξη καινοτόµων δραστηριοτήτων, 
την εφαρµογή τους στη σχολική τάξη και την ανταλλαγή εµπειριών.  

Συγκεκριµένα παρουσιάζονται ορισµένες από τις προτεινόµενες δραστηριότητες και 
παρατηρήσεις σχετικά µε τον τρόπο που υλοποιήθηκαν στις τάξεις των διαφορετικών χωρών 

Λέξεις κλειδιά 
Μαθηµατικές δραστηριότητες  διδακτικές εφαρµογές  διαχείριση µαθηµατικού νοήµατος 

 

 

Εισαγωγή  
Το πρόγραµµα «Εφαρµογή καινοτόµων προσεγγίσεων στη διδασκαλία των 
Μαθηµατικών» (IIATM, “Implementation of Innovative Approaches to the Teaching of 
Mathematics”, Erasmus/Comenius), υλοποιείται από το 2003 µε τη συνεργασία του 
Αριστοτέλειου Πανεπιστήµιου Θεσσαλονίκης και των Charles University of Prague, 
University of Derby and Cassell University.  Σκοπός του προγράµµατος είναι  η 
ανάπτυξη ευρωπαϊκού επιµορφωτικού υλικού που να προέρχεται από την ανάπτυξη 
και την εφαρµογή καινοτόµων δραστηριοτήτων στις σχολικές τάξεις διαφορετικών 
ευρωπαϊκών χωρών, την καταγραφή και την ανταλλαγή εµπειριών ανάµεσα στους 
εκπαιδευτικούς των χωρών αυτών.  

Στη διάρκεια του πρώτου χρόνου, συγκροτήθηκαν οµάδες ερευνητών και 
εκπαιδευτικών οι οποίες, σε κάθε ίδρυµα, σχεδίασαν και ανέπτυξαν δραστηριότητες 
για διαφορετικές µαθηµατικές ενότητες (Γεωµετρία και Πολύγωνα, Ανάλυση,  
Ανάπτυξη Αλγεβρικής Σκέψης, Αριθµητικές Έννοιες, Στερεοµετρία) (Tzekaki & 
Littler, 2004). Το υλικό αυτό ανταλάχθηκε και συζητήθηκε από όλες τις οµάδες. Στη 
διάρκεια του δεύτερου χρόνου, οι οµάδες αντάλλαξαν τις δραστηριότητες και 
κατέγραψαν την εφαρµογή τους στα διαφορετικά σχολικά περιβάλλοντα.  

Ένα µέρος αυτής της καταγραφής αυτής θα παρουσιαστεί στο κείµενο που ακολουθεί. 

Θεωρητικό πλαίσιο και στόχοι του προγράµµατος 
Πολλές επιµορφωτικές διαδικασίες σε δασκάλους και σπουδαστές σε όλη την Ευρώπη, 
συστήνουν την χρήση των κονστρουκτιβιστικών µεθόδων διδασκαλίας. Παράλληλα, 
στη βάση αυτού του προσανατολισµού, πραγµατοποιούνται σηµαντικές αλλαγές στα 
Προγράµµατα Σπουδών. Οι αλλαγές αυτές και οι σύγχρονες διδακτικές προτάσεις 



αντιστοιχούν στις κοινωνικές απαιτήσεις για πολίτες που να µπορούν να 
προσαρµοστούν γρήγορα στις επικείµενες αλλαγές, να λύνουν προβλήµατα, να είναι 
εύκαµπτοι στη σκέψη τους και να χρησιµοποιούν τη µαθηµατική γνώση τους σε 
διαφορετικές καθηµερινές ή επαγγελµατικές καταστάσεις. 

Οι εκπαιδευτές και οι εκπαιδευτικές διαδικασίες ενθαρρύνουν τους δασκάλους να 
αλλάξουν τον τρόπο διδασκαλίας των Μαθηµατικών σε µορφές που επιτρέπουν στους 
µαθητές να αποκτήσουν τις µαθηµατικές γνώσεις και ικανότητες που οι σύγχρονες 
κοινωνίες επιζητούν. Μέχρι πρόσφατα όµως η διδασκαλία των Μαθηµατικών 
κυριαρχείται από τις καθιερωµένες µορφές µετωπικής διδασκαλίας οι οποίες 
µεταφέρουν στους µαθητές µια φορµαλιστική γνώση χωρίς κατανόηση και 
αποκόπτουν τα Μαθηµατικά από τα ιδιαίτερά τους χαρακτηριστικά και τις εφαρµογές 
τους στα καθηµερινά προβλήµατα  Η Ευρωπαίκή Ένωση ενθαρρύνει προσπάθειες 
ανταλλαγών ερευνητικών αποτελεσµάτων και επιµορφωτικών µεθόδων που θα 
βοηθήσουν τους εκπαιδευτικούς να αλλάξουν τις διδακτικές τους προσεγγίσεις σε όλες 
τις χώρες.   

Η διεθνής έρευνα δείχνει ότι οι εκπαιδευτικοί έχουν σηµαντικές δυσκολίες να 
αλλάξουν τον παραδοσιακό τρόπο διδασκαλίας (Fennema & Neslon, 1997). Πολλές 
έρευνες επιβεβαιώνουν ότι οι εκπαιδευτικοί δυσκολεύονται να εγκαταλείψουν τους 
τρόπους µε τους οποίους έχουν συνηθίσει να λειτουργούν ακόµα κι αν τα 
προγράµµατα σπουδών και οι επιµορφωτές τους προτείνουν ενδιαφέροντα και 
δηµιουργικά µαθησιακά περιβάλλοντα και έργα (Desforges & Cockburn, 1987, 
Yackel, 1994, Groves, et als., 2000). 

Αντίστοιχες έρευνες στην Ελλάδα δείχνουν ότι οι δάσκαλοι έχουν την τάση να εισάγουν 
τις παραδοσιακές τους πρακτικές στις νέες µορφές διδασκαλίες, εντοπίζοντας µορφές 
επικοινωνίας που επαναλαµβάνονται ή διατηρούνται παρά την αλλαγή στην οργάνωση 
του µαθήµατος και τη δράση των µαθητών (Sakonidis et als., 2001).  
Ερευνητές που ασχολούνται µε την εκπαίδευση των εκπαιδευτικών υποστηρίζουν ότι 
εµπειρίες µέσα από τις οποίες οι εκπαιδευτικοί µπορούν να εξετάσουν τις πρακτικές 
τους και έχουν την ευκαιρία να αναστοχαστούν πάνω σε αυτές, δηµιουργεί καλές 
προϋποθέσεις και διευκολύνει αλλαγές στις διδακτικές προσεγγίσεις που εφαρµόζουν 
(Aichele & Caste, 1994). Επίσης, η εφαρµογή στη σχολική τάξη κατάλληλα 
σχεδιασµένων δραστηριοτήτων επιτρέπει τους ερευνητές και τους σχεδιαστές της 
µαθηµατικής εκπαίδευσης να µελετήσουν τα αποτελέσµατα στις µαθηµατικές γνώσεις 
των µαθητών όπως και τη διαχείριση των µαθηµατικών νοηµάτων που 
πραγµατοποιείται.  

Στη βάση της προσέγγισης αυτής σχεδιάστηκε και εφαρµόζεται το πρόγραµµα ΙΙΑΤΜ 
που συνδυάζει τον σχεδιασµό καινοτόµων δραστηριοτήτων µε την εφαρµογή στην 
τάξη και την ανταλλαγή εµπειρίας από διαφορετικές χώρες. Εκτός από τα οφέλη της 
εµπειρίας που µοιράζεται, οι δάσκαλοι έχουν την ευκαιρία να δοκιµάσουν καινοτόµες 
διδακτικές προτάσεις και να αντιληφθούν τα οφέλη µέσα από µία πολυεθνική 
συνεργασία.  

Πιο συγκεκριµένα το ΙΙΑΤΜ έχει ως στόχους να ενθαρρύνει τους δασκάλους και τους 
εκπαιδευτές από τις ευρωπαϊκές χώρες που αναφέρθηκαν να βελτιώσουν τις γνώσεις 
τους στις νέες διδακτικές µορφές, βοηθώντας τους: 

- να δοκιµάσουν διδακτικές προσεγγίσεις µέσα στην τάξη, δουλεύοντας µε υλικό 
που έχει προετοιµαστεί στις διαφορετικές χώρες, 



- να διαπιστώσουν τις αλλαγές που υφίσταται ο ρόλος τους και η λειτουργία των 
µαθητών στην τάξη όταν εφαρµόζουν αυτές τις διδακτικές µορφές  

- να καταγράψουν τις εµπειρίες που αποκοµίζουν από τις πειραµατικές 
διδασκαλίες,  

- να αξιολογήσουν τα αποτελέσµατα των διδασκαλιών αυτών σε άτοµα και 
οµάδες,  

- να αναπτύξουν δεσµούς πέρα από τα εθνικά σύνορα και να επιστρέψουν αυτές 
τις ιδέες και τις εµπειρίες και στις δικές τους χώρες 

Με τον τρόπο αυτό το πρόγραµµα στοχεύει να δηµιουργήσει ένα έντυπο και 
ηλεκτρονικό εκπαιδευτικό υλικό που θα προέρχεται από διαφορετικές ευρωπαϊκές 
χωρές και θα δηµοσιευθεί και διακινηθεί σε όλη την Ευρώπη (Proposal ΙΙΑΤΜ, 2003). 

Στην παρούσα εισήγηση θα παρουσιάσουµε ένα σκέλος από τους παραπάνω στόχους 
και πιο συγκεκριµένα την σύγκριση εφαρµογής καινοτόµων διδακτικών στρατηγικών 
µε κοινές δραστηριότητες από διαφορετικούς δασκάλους, σε διαφορετικές χώρες. Πιο 
συγκεκριµένα θα αναλύσουµε: 

- Τα κοινά ή διαφορετικά χαρακτηριστικά των δραστηριοτήτων και του τρόπου 
µε τον οποίο παρουσιάσθηκαν και λειτούργησαν στην τάξη. 

- Τα κοινά ή διαφορετικά χαρακτηριστικά των µαθητών στη δράση που 
ανέπτυξαν και στα µαθηµατικά συµπεράσµατα που έβγαλαν. 

- Τα κοινά ή διαφορετικά χαρακτηριστικά των εκπαιδευτικών και του τρόπου µε 
τον οποίο εφάρµοσαν τις δραστηριότητες στην τάξη. 

Όπως αναφέρθηκε ήδη, οι µαθηµατικές ενότητες, ο αριθµός των δραστηριοτήτων που 
συγκεντρώθηκαν, όπως και ο αριθµός των δασκάλων και ερευνητών που εµπλέκονται 
στο πρόγραµµα είναι αρκετά µεγάλος. Για το λόγο αυτό περιοριζόµαστε στην 
παρουσίαση δύο χαρακτηριστικών ενοτήτων γεωµετρίας και άλγεβρας που 
δοκιµάστηκαν στις συνεργαζόµενες χώρες. Η ανάπτυξη των δραστηριοτήτων του 
προγράµµατος επιδιώκει να φέρει τους µαθητές σε επαφή µε έργα που δεν σχετίζονται 
µόνο µε µαθηµατικές γνώσει αλλά διευκολύνουν την ανάπτυξη διαδικασιών και 
ικανοτήτων (Cobb et al., 1996, Mansfield, 1996). 

Η εφαρµογή κοινών µαθηµατικών δραστηριοτήτων σε διαφορετικές χώρες επιτρέπει 
να µελετηθεί ο τρόπος µε τον οποίο οι εκπαιδευτικοί διαχειρίζονται τα µαθηµατικά 
νοήµατα που αναδεικνύονται από αυτές. Πολλοί ερευνητές τονίζουν ότι τα παιδιά 
µαθαίνουν τι είναι σηµαντικό για τα Μαθηµατικά παρατηρώντας τα στοιχεία και τους 
τύπους των απαντήσεων που υποδεικνύονται από τον δάσκαλο µέσα στην τάξη. Με 
την έννοια αυτή ο ρόλος του εκπαιδευτικού στην οργάνωση της µαθηµατικής γνώσης 
είναι αποφασιστικής σηµασίας (Steinbring, 1997, Kaldrimidou et als., 2000)  

Μεθοδολογία του προγράµµατος 
Αναφέρθηκε ήδη ότι τον πρώτο χρόνο υλοποίησης του προγράµµατος συγκροτήθηκαν 
πέντε ερευνητικές οµάδες στα τέσσερα πανεπιστήµια µε τη συµµετοχή ερευνητών και 
συνεργαζόµενων εκπαιδευτικών. Κάθε οµάδα που αποτελείται από δύο ερευνητές και 
τρεις συνεργαζόµενους εκπαιδευτικούς προετοίµασε δραστηριότητες για µία θεµατική 
ενότητα, τις οποίες δοκίµασε πιλοτικά στις τάξεις της αντίστοιχης χώρας. Οι οµάδες 
δεν απόκλεισαν συνεργασίες µε σπουδαστές ή άλλους εκπαιδευτικούς που 
συµµετείχαν εθελοντικά στις εφαρµογές αυτές.  



Κατά το δεύτερο χρόνο υλοποίησης του προγράµµατος, πραγµατοποιήθηκε ανταλλαγή 
δραστηριοτήτων και από κάθε χώρα επιλέχθηκαν ενότητες που δοκιµάσθηκαν στην 
πράξη. Οι δοκιµαστικές αυτές εφαρµογές βιντεοσκοπήθηκαν και µέρος τους θα 
αναλυθεί για τις ανάγκες του προγράµµατος.  

Από τις εφαρµογές αυτές θα παρουσιάσουµε τις δραστηριότητες που προτείνονται 
στην ενότητα της Γεωµετρίας για τα αναπτύγµατα του κύβου, και τις δραστηριότητες 
που προτείνονται στην ενότητα της Άλγεβρας µε τα προβλήµατα που οδηγούν σε 
γενικεύσεις, όπως και τις διδασκαλίες τους στην Ελλάδα, Αγγλία και Τσεχία. Οι 
δραστηριότητες προτάθηκαν σε µαθητές Ε’, ΣΤ’ τάξης και Α’ Γυµνασίου. Ανάλογα µε 
τη χώρα, οι µαθητές δούλεψαν σε οµάδες, δυάδες ή και ατοµικά. Στην Ελλάδα, σε 
όλες τις τάξεις και σε όλες τις δραστηριότητες οι µαθητές δούλεψαν σε οµάδες των 
τεσσάρων ή πέντε ατόµων.  

Για τις ενότητες αυτές έχουν συγκεντρωθεί περισσότερες από 15 καταγεγραµµένες 
διδασκαλίες για τις οποίες ακολουθεί η ανάλυση των δραστηριοτήτων που 
προτάθηκαν και η παρουσίαση συνοπτικών παρατηρήσεων από την εφαρµογή τους 
στις τρεις χώρες, στους άξονες που προαναφέρθηκαν. 

Ια. ∆ραστηριότητες για τα αναπτύγµατα κύβου 
Το ανάπτυγµα κύβου είναι µια σηµαντική έννοια στη διδασκαλία της Γεωµετρίας γιατί 
εκτός από την επαφή και εµπειρία µε τρισδιάστατα αντικείµενα, αναπτύσσει νοερές 
αναπαραστάσεις για τα γεωµετρικά στερεά, τις ιδιότητες και τους µετασχηµατισµούς 
τους. Πολύ συχνά στη Γεωµετρία, οι µαθητές έρχονται σε επαφή µόνο µε τις 
σχεδιαστικές παραστάσεις των γεωµετρικών στερεών και οπωσδήποτε µόνο µε ένα ή 
δύο αναπτύγµατα κύβου (Berthelot, & Salin, 1994). Η αντιστοίχιση του κύβου µε τα 
αναπτύγµατά του βοηθά στην ανάπτυξη των σχέσεων ανάµεσα στα δισδιάστατα και τα 
τρισδιάστατα αντικείµενα και στην αποσαφήνιση εννοιών όπως ακµή, έδρα, 
παραλληλίες και οι καθετότητες εδρών, επιφάνεια στερεού κ.α., σηµαντικές στην 
κατανόηση γεωµετρικών ιδιοτήτων και σχέσεων (Herschkowitz et als. 1996). 

Στις προτεινόµενες για το ανάπτυγµα κύβου δραστηριότητες (που σχεδιάσθηκαν από 
το Charles University of Prague), δίνονται στους µαθητές σχήµατα όπως τα παρακάτω 
και τους ζητείται να τα τοποθετήσουν µαζί µε όσους περισσότερους τρόπου µπορούν, 
ώστε το σχήµα που θα δηµιουργηθεί να αποτελεί το ανάπτυγµα ενός κύβου. 
Σηµειώνεται ότι  για τον συνδυασµό α, οι λύσεις είναι δύο για τον συνδυασµό β, έξη 
και για τον συνδυασµό γ, δύο ακόµα. Στο σύνολο τα προτεινόµενα σχήµατα 
δηµιουργούν τα δέκα από τα έντεκα αναπτύγµατα του κύβου.  

   

 

Οι δραστηριότητες αυτές είναι πλούσιες σε εµπειρίες αναφορικά µε τις σχέσεις 
δισδιάστατων και τρισδιάστατων αντικειµένων, τις ιδιότητές τους (παράλληλες έδρες, 
παράλληλες ακµές), όπως και τις ιδιότητες των δύο χώρων (συγκρίσεις και 
µετασχηµατισµοί στο επίπεδο και στο χώρο).  

Παράλληλα δίνουν ευκαιρίες ανάπτυξης κριτηρίων σύγκρισης (ποια αναπτύγµατα 
είναι ίδια), στρατηγικών συνδυασµών και οµαδοποίησης (πόσοι πιθανοί συνδυασµοί, 
πόσες διαφορετικές κατηγορίες αναπτυγµάτων δηµιουργούνται) αλλά και διαδικασιών 
επιβεβαίωσης και ύπαρξης (υπάρχουν άλλοι συνδυασµοί και πώς επιβεβαιώνονται). Οι 
µαθητές των µεγαλυτέρων τάξεων καλούνται, µετά τις δοκιµές, να παρουσιάσουν µε 
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σχήµατα τα πιθανά αναπτύγµατα και να λειτουργήσουν µε πραγµατικές και νοερές 
αναπαραστάσεις.  

Ιβ. Παρατηρήσεις από την εφαρµογή στην τάξη 
Οι µαθητές σε όλες τις τάξεις δοκιµάζουν να βρουν τους τρόπους µε τους οποίους 
συνδυάζονται τα προτεινόµενα σχήµατα ώστε µε τη δίπλωση να δηµιουργήσουν κύβο. 
Λειτουργούν πρακτικά και συγκεκριµένα, κολλώντας, διπλώνοντας και συγκρίνοντας 
τα αναπτύγµατα που βρίσκουν. Στις τάξεις της Ελλάδας, τα παιδιά επιτυγχάνουν να 
βρουν όλα τα αναπτύγµατα, στις τάξεις της Αγγλίας και της Τσεχίας οι λύσεις είναι 
λιγότερες.  

Μεγαλύτερο ενδιαφέρον παρουσιάστηκε στην Αγγλία (µε ενθάρρυνση των 
εκπαιδευτικών) για τον εντοπισµό κριτηρίων σύγκρισης, ενώ στην Ελλάδα, αν και 
ενθαρρύνεται η αναζήτηση κριτηρίων ύπαρξης και επιβεβαίωσης το τελικό 
αποτέλεσµα είναι περιορισµένο. Για τα µεγαλύτερα παιδιά στην Ελλάδα ζητιούνται 
διαδικασίες γενίκευσης, ενώ στην Τσεχία το κύριο βάρος πέφτει στην πιο πρακτική 
προσέγγιση. Ανάλογα µε το πρόγραµµα σπουδών που εφαρµόζεται σε κάθε χώρα, η 
ικανότητα των µαθητών να λειτουργήσουν µε πραγµατικές και νοερές 
αναπαραστάσεις κλιµακώνεται, γεγονός που επιβεβαιώνεται και από προηγούµενες 
έρευνες (Boero, Caruti, 1994). Στην Ελλάδα οι µαθητές διαχειρίζονται µε µεγαλύτερη 
άνεση τα γεωµετρικά νοήµατα, ενώ στις άλλες χώρες τα παιδιά λειτουργούν πιο 
αποτελεσµατικά στις συγκρίσεις και οµαδοποιήσεις. 

Γενικά τα παιδιά των ηλικιών αυτών δεν επιδιώκουν να εντοπίσουν τρόπους που να 
τους οδηγούν σε ασφαλή και πιο γενικά συµπεράσµατα, όπως πχ. πόσοι είναι οι 
πιθανοί τρόποι για να κολληθούν τα τρία τρίεδρα, µε ποιο γενικό κανόνα µπορούν να 
συγκριθούν νέες λύσεις µε τις παλιές, κλπ. 

Σε επίπεδο διδακτικής διαδικασίας, οι εκπαιδευτικοί δεν διαφοροποιούνται ως προς τις 
χώρες, αλλά ως προς την εµπειρία που έχουν σε τέτοιας µορφής διδασκαλίες. Οι 
εκπαιδευτικοί µε προηγούµενη εµπειρία σε δραστηριότητες στην τάξη ενθαρρύνουν 
την αναζήτηση των µαθητών, παρεµβαίνουν λίγο, ζητούν από τους µαθητές να 
ελέγξουν τις λύσεις τους και προκαλούν στην τάξη δηµιουργικό διάλογο. 
Εκπαιδευτικοί µε λιγότερη εµπειρία στις κονστρουκτιβιστικές προσεγγίσεις 
επιδιώκουν να προσανατολίσουν τη δράση των µαθητών, δίνουν συχνά βοήθεια και 
διορθώνουν τις λύσεις των µαθητών.  

Συνοπτικά µπορεί να επισηµανθεί ότι οι άγγλοι εκπαιδευτικοί (που συνεργάζονται στο 
πρόγραµµα) είναι λιγότερο παρεµβατικοί αλλά δεν επιδιώκουν να οδηγηθούν οι 
µαθητές σε κάποιο σαφές µαθηµατικό νόηµα. Οι τσέχοι εκπαιδευτικοί είναι 
περισσότερο παρεµβατικοί αλλά επιδιώκουν να αναδειχθεί κάποιο συγκεκριµένο 
µαθηµατικό νόηµα µέσα από την ολοκλήρωση των δραστηριοτήτων. Οι έλληνες 
εκπαιδευτικοί κινούνται ανάµεσα στις δύο περιπτώσεις.  

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η διαφοροποίηση των εκπαιδευτικών ως προς το τι 
αποτελεί «µαθηµατικά σηµαντικό» στην προτεινόµενη δραστηριότητα, γεγονός που 
προκύπτει από το τι ενθαρρύνουν τους µαθητές να κάνουν και που οδηγούν τη 
συζήτηση στην τάξη. Ορισµένοι ενδιαφέρονται απλά για την ενεργοποίηση των 
µαθητών και την εύρεση λύσεων, άλλοι για την αναζήτηση όλων των λύσεων και 
τέλος ένας µικρός αριθµός για τη γενίκευση του τρόπου εύρεσης λύσεων και την 
κατηγοριοποίησή τους, όπως και το πέρασµα από τα πραγµατικά αντικείµενα στις 
αναπαραστάσεις και την ανάπτυξη χωρικού συλλογισµού. 



Συµπερασµατικά η ίδια δραστηριότητα σε διαφορετικές χώρες και σε διαφορετικές 
τάξεις, δεν λειτουργεί διαφορετικά µόνο αναφορικά µε το πρόγραµµα σπουδών και τον 
προσανατολισµό της µαθηµατικής εκπαίδευσης της χώρας και την εµπειρία των 
εκπαιδευτικών και µαθητών σε τέτοιες µορφές διδακτικής λειτουργίας, αλλά επίσης 
και αναφορικά µε το µαθηµατικό νόηµα που κατά την αντίληψη του εκπαιδευτικού 
επιδιώκεται να αναπτυχθεί από τη δραστηριότητα αυτή, επιβεβαιώνοντας µε τον τρόπο 
αυτό τις αιτιάσεις που υποστηρίζουν ότι ο ρόλος του εκπαιδευτικού στην οργάνωση 
της µαθηµατικής γνώσης είναι ιδιαίτερα σηµαντικός. 

ΙΙα. ∆ραστηριότητες µε προβλήµατα γενίκευσης  
Η γενίκευση είναι θεµελιακή διαδικασία των Μαθηµατικών και η ικανότητα των 
µαθητών να αναγνωρίζουν επαναλαµβανόµενες µορφές (patterns) και να τις 
περιγράφουν µε γενικό κανόνα (τύπο ή σχέση) είναι σηµαντική στην ανάπτυξη της 
µαθηµατικής σκέψης. Επαναλαµβανόµενες µορφές εντοπίζονται σε όλες τις µορφές 
µαθηµατικής δραστηριότητας, στην αριθµητική, την άλγεβρα, τη γεωµετρία, τη 
στατιστική, ακόµα και στα µαθηµατικά παιχνίδια. Στα παλαιότερα προγράµµατα 
σπουδών, τέτοιες προσεγγίσεις εµφανίζονταν κυρίως στις αριθµητικές και γεωµετρικές 
σειρές και παρουσιάζονταν σε µαθητές µεγάλων ηλικιών. Στα σύγχρονα προγράµµατα 
όµως οι µορφές αυτές εντάσσονται σε ένα ευρύτερο πλαίσιο και αναπτύσσονται από 
τις µικρότερες τάξεις (µε σχήµατα ή αριθµούς), στοχεύοντας στην ανάπτυξη 
ικανότητας αναγνώρισης οµοιοτήτων και επαναλήψεων και την έκφρασή τους µε 
γενικευµένη και συµβολική µορφή, µε λέξεις ή άλλες µορφές παράστασης. Οι µαθητές 
έρχονται σε επαφή και αναπτύσσουν την ικανότητα παρατήρησης 
επαναλαµβανόµενων µορφών πολύ πριν έρθουν σε επαφή µε τις µαθηµατικές 
εκφράσεις που περιγράφει ένας τύπος, µια αλγεβρική συνάρτηση ή µια άλλη 
συµβολική σχέση. Με την έννοια αυτή προβλήµατα που αναπτύσσουν αυτή την 
ικανότητα εντάσσονται στον άξονα ανάπτυξης αλγεβρικής σκέψης (Bell, 1996, 
Arzarello, 1998). 

Στις προτεινόµενες για τα προβλήµατα γενίκευσης δραστηριότητες (που σχεδιάσθηκαν 
από το University of Derby), δίνονται στους µαθητές καταστάσεις όπως οι παρακάτω: 

- Τέσσερα σπίρτα σχηµατίζουν ένα τετράγωνο. Στη συνέχεια, επτά σπίρτα 
σχηµατίζουν δύο τετράγωνα, δέκα σπίρτα τρία τετράγωνα κλπ. Πόσα σπίρτα 
χρειάζονται για τέσσερα τετράγωνα, δέκα τετράγωνα, εκατό τετράγωνα, ν τετράγωνα; 

- Γύρω από ένα σιντριβάνι που έχει επιφάνεια όσο µία πλάκα, τοποθετούνται οκτώ 
πλάκες. Αν το σιντριβάνι είχε επιφάνεια όσο δύο πλάκες, πόσες πλάκες θα 
τοποθετούσαµε γύρω του; Αν είχε τρεις πλάκες, δέκα πλάκες, εκατό πλάκες, ν πλάκες; 

 

 

Για τους µαθητές οι καταστάσεις αυτές είναι πολύ ιδιαίτερες γιατί ενώ δεν 
εντάσσονται σε κανένα συγκεκριµένο µαθηµατικό περιεχόµενο τους προτείνουν 
ανοιχτά προβλήµατα για λύση και γενίκευση. Μπορούν να πειραµατιστούν µε 
αντικείµενα ή µε σχήµατα και να χρησιµοποιήσουν πίνακες µε αριθµητικά 
αποτελέσµατα, αλλά καλούνται να απαντήσουν και σε ένα ερώτηµα γενίκευσης για το 
οποίο απαιτείται η εύρεση ενός κανόνα ή ακόµα και ο εντοπισµός ενός τύπου. Συχνά η 
εύρεση περισσοτέρων του ενός τύπων τους οδηγεί σε πράξεις και αλγεβρικές 
συγκρίσεις. 



Από τους µαθητές των µικρότερων τάξεων δεν ζητείται η γενίκευση για ν όρους. Οι 
µαθητές των µεγαλυτέρων τάξεων καλούνται, µετά τις αριθµητικές απαντήσεις, να 
παρουσιάσουν τύπους και να τους συγκρίνουν.  

ΙΙβ. Παρατηρήσεις από την εφαρµογή στην τάξη 
Οι µαθητές όλων των τάξεων κατάφεραν µε ευκολία, αρχικά υπολογίζοντας µε τα 
σπίρτα στο πρώτο ή τετράγωνα στο δεύτερο πρόβληµα, να εντοπίσουν λύσεις για 
µεγαλύτερα σχήµατα (10 τετράγωνα ή 10 πλάκες), δουλεύοντας ως ένα σηµείο µε 
άµεσες µετρήσεις και κάνοντας στη συνέχεια νοερούς υπολογισµούς. Αν και είχαν, 
ανάλογα µε τη χώρα και το πρόγραµµα σπουδών, µεγαλύτερη ή µικρότερη εµπειρία σε 
τέτοιας µορφής προβλήµατα (στο αγγλικό πρόγραµµα τα patterns ξεκινούν από τις 
µικρότερες τάξεις, ενώ δεν προβλέπονται στο τσέχικο και ελληνικό πρόγραµµα), όλα 
τα παιδιά κατάφερναν να απαντήσουν στα συγκεκριµένα ερωτήµατα.  

Το ενδιαφέρον σηµείο παρατήρησης βρίσκεται στα ερωτήµατα γενίκευσης όπου 
κάποιες λύσεις των µαθητών µπορούσαν να γενικευθούν άµεσα, ενώ κάποιες άλλες 
έπρεπε να ανασχηµατισθούν. Μερικοί µαθητές δυσκολεύονται να αναδιοργανώσουν 
τον κανόνα τους για τα σπίρτα (+3) ή για τα πλακάκια (8+2) σε ένα κανόνα που µπορεί 
να γενικευθεί. Οι διαφορές που εντοπίζονται ανάµεσα στους µαθητές στις 
διαφορετικές χώρες φαίνεται να συνδέονται µε τις διαφορετικές εµπειρίες τους. Στην 
Αγγλία, οι µαθητές µε µεγαλύτερη άνεση σε τέτοια προβλήµατα εντοπίζουν ένα 
γενικευµένο κανόνα ή λύσεις που να οδηγούν σε αυτό, ενώ στην Ελλάδα όπως και 
στην Τσεχία, εµφανίζονται µαθητές οι οποίοι όταν έφταναν στα ερωτήµατα που 
απαιτούσαν γενίκευση συνήθως εγκατέλειπαν τις εµπειρικές στρατηγικές και 
δοκίµαζαν ένα «άλµα» έξω από την ελεγχόµενη µε δικούς τους λογικούς όρους 
επεξεργασία. Λειτουργώντας αρκετά µηχανιστικά, επιχειρούσαν να χρησιµοποιήσουν 
µαθηµατικούς τύπους και αλγορίθµους που τους ήταν γνωστοί και «ταίριαζαν» στην 
περίσταση, ειδικά όταν έπρεπε να απαντήσουν για την περίπτωση του ν, γεγονός που 
επιβεβαιώνει έρευνες που επισηµαίνουν  το διαχωρισµό των Μαθηµατικό από την 
ανθρώπινη εµπειρία και τις εµπειρικές στρατηγικές των παιδιών (Baroody & Ginsburg, 
1986, Schooenfeld, 1985). 

Επίσης ορισµένα από τα µεγαλύτερα παιδιά προτιµούσαν να βρουν ένα πιο σύνθετο 
τύπο της µορφής 4 + 3(ν-1) για τα σπίρτα ή 8 + 2(ν-1) για τα πλακάκια, από το να 
αναδιοργανώσουν τη λύση τους για να καταλήξουν σε µια πιο απλή µορφή, γεγονός 
που δηµιουργεί σοβαρές δυσκολίες στην σύγκριση µε τις αντίστοιχες µορφές 1+3ν ή 6 
+2ν  λύσεις. Στο σηµείο αυτό επίσης εντοπίζεται διαφορά ανάλογα µε την εµπειρία 
των παιδιών σε αυτής της µορφής τα προβλήµατα.  

Οι διδακτικές πρακτικές των εκπαιδευτικών στα προβλήµατα αυτά είναι αρκετά 
διαφορετικές, γιατί εκτός από τα στοιχεία που περιγράφηκαν στην προηγούµενη 
ενότητα, τα µαθηµατικά χαρακτηριστικά των προβληµάτων είναι πιο σαφή και η λύση 
τους µπορεί να θεωρηθεί ότι οδηγεί σε ένα συγκεκριµένο µαθηµατικό κανόνα που 
ορισµένοι εκπαιδευτικοί επιδιώκουν να προβάλλον.  

Για τους άγγλους εκπαιδευτικούς που τα προβλήµατα αυτού του τύπου εντάσσονται 
βαθµιαία στο πρόγραµµα σπουδών τους, δίνεται περισσότερη ελευθερία στα παιδιά να 
καταλήξουν στα συµπεράσµατά τους χωρίς να επιδιώκεται να δοθεί µια συγκεκριµένη 
κατάλληλη λύση. Κάποιοι από τους έλληνες ή τους τσέχους εκπαιδευτικούς 
ενθαρρύνουν µε περισσότερη έµφαση τα παιδιά να εντοπίσουν ένα κανόνα πιο 
«λειτουργικό», γεγονός που οδηγεί σε παρεµβάσεις µε συνέπεια, όπως αναφέρθηκε, να 
επιδιώκουν οι µαθητές να βρουν µια κατάλληλη λύση που δεν ελέγχουν. Επίσης 



έλληνες και τσέχοι εκπαιδευτικοί ενθαρρύνουν τους µαθητές να συγκρίνουν τις 
διαφορετικές τους λύσεις και µέσα από αλγεβρικές πράξεις να καταλήξουν στην 
ισότητα [4 + 3(ν-1) = 1+3ν], χωρίς να είναι βέβαιο αν οι µαθητές κατανοούν τη 
διαδικασία αυτή ως µέρος της λύσης του προβλήµατος.  

Συµπερασµατικά και στην ενότητα αυτή εντοπίζεται µια αβεβαιότητα στους 
εκπαιδευτικούς για το τι είναι µαθηµατικά σηµαντικό και η διαχείριση της 
δραστηριότητας στην τάξη ποικίλει ανάλογα µε τις επιλογές που κάνει ο εκπαιδευτικός 
για το επιδιωκόµενο µαθηµατικό συµπέρασµα. ∆υσκολεύονται µάλιστα ιδιαίτερα όταν 
χρειάζεται να συνδυάσουν τα χαρακτηριστικά των δραστηριοτήτων που δίνουν 
έµφαση στη διαδικασία και στις µεθόδους επεξεργασίας και διαχείρισης των 
προβληµάτων γενίκευσης µε το νόηµα που οι ίδιοι έχουν διαµορφώσει για τον στόχο 
της σχολικής µαθηµατικής εκπαίδευσης, που συνδέεται µε την διδασκαλία και 
εκµάθηση συγκεκριµένων µαθηµατικών εννοιών, συµβόλων και τύπων. 

Συζήτηση 
Οι δραστηριότητες και οι διδασκαλίες που πραγµατοποιήθηκαν αποτέλεσαν για τους 
µαθητές όλων των χωρών µια ενδιαφέρουσα και ευχάριστη εµπειρία εντός του 
σχολικού ωραρίου αλλά εκτός του προγράµµατος του κανονικού τους µαθήµατος. 
Κατά συνέπεια, οι γενικές παρατηρήσεις αφορούν τον τρόπο που λειτουργούν µαθητές 
και εκπαιδευτικοί σε πειραµατικές διδασκαλίες µε αυτή τη µορφή και το περιεχόµενο 
και είναι πιθανό να µην µπορούν να γενικευθούν έξω από το πλαίσιο αυτό. 

Τα κοινά ή τα διαφορετικά χαρακτηριστικά της εφαρµογής των διδασκαλιών αυτών 
στις τρεις χώρες µπορούν να οργανωθούν όχι µόνο ως προς τα διαφορετικά 
προγράµµατα ή τις ιδιαιτερότητες των χωρών, αλλά και ως προς τη µαθηµατική 
εµπειρία των µαθητών σε αντίστοιχες καταστάσεις, την διδακτική εµπειρία των 
εκπαιδευτικών σε τέτοιες µορφές διδασκαλίας και στις επιλογές που κάνουν για το 
µαθηµατικά σηµαντικό µιας διδασκαλίας.  

Ως προς τους µαθητές, τα περισσότερα παιδιά σε όλες τις χώρες εµφανίζονται να 
εµπλέκονται και να δοκιµάζουν να αντιµετωπίσουν τα συγκεκριµένα ερωτήµατα κάθε 
προβλήµατος. Τα παιδιά από τάξεις που δουλεύουν αρκετά συχνά µε προβλήµατα και 
δραστηριότητες (στην Ελλάδα και στην Αγγλία), κινήθηκαν µε µεγαλύτερη άνεση, 
είχαν προτάσεις, ανέπτυσσαν διάλογο και επιχειρήµατα.  

Αρκετοί µαθητές (όχι όµως το σύνολο) φάνηκε να διαθέτουν τις απαιτούµενες 
εµπειρικές στρατηγικές για να δώσουν απαντήσεις στα συγκεκριµένα ερωτήµατα του 
κάθε προβλήµατος. Λίγοι όµως φάνηκε να διαθέτουν τις αναγκαίες στρατηγικές για να 
δώσουν απαντήσεις στα ερωτήµατα που απαιτούσαν γενίκευση. Ανεξάρτητα από την 
άνεση ή όχι να αναζητήσουν και να παρουσιάσουν λύσεις, να επιχειρηµατολογήσουν ή 
να τεκµηριώσουν µια απάντηση, που όπως αναφέρθηκε εξαρτάται σηµαντικά από την 
εµπειρία τους σε αυτή τη µορφή διδασκαλίας, τα περισσότερα παιδιά και από τις τρεις 
χώρες έδειξαν ότι ανάλογα µε το πρόβληµα που αντιµετώπιζαν, αναζητούσαν µια 
αντιστοιχία µε τα πιο τυπικά µαθηµατικά που γνώριζαν όταν αυτό τους φαινόταν 
κατάλληλο. Παρουσίασαν, µε άλλα λόγια µια δυσκολία σύνδεσης της δικής τους 
δουλειάς µε γενικότερα µαθηµατικά νοήµατα, γεγονός που ενισχύει τον 
προβληµατισµό ότι το όποιο χάσµα ανάµεσα στην δική τους εµπειρική και αφαιρετική 
σκέψη από τη µια, µε τις µαθηµατικές σχέσεις και αλγορίθµους από την άλλη, 
συνδέεται περισσότερο µε τα χαρακτηριστικά των µεθόδων της σχολικής εργασίας 
παρά µε αυτές καθαυτές τις δυσκολίες των µαθηµατικών εννοιών και διαδικασιών.  



Ως προς τους εκπαιδευτικούς, οι διαφορές εντοπίζονται, όχι τόσο ανάµεσα στις χώρες, 
αλλά ανάµεσα στο βαθµό εξοικείωσης των εκπαιδευτικών και των µαθητών τους στον 
τρόπο εργασίας που τους ζητήθηκε. Οι διαφορές αυτές αφορούν τους τρόπους µε τους 
οποίους οι εκπαιδευτικοί ενθαρρύνουν τους µαθητές να αναζητήσουν τις δικές τους 
λύσεις, παρεµβαίνουν στο έργο των µαθητών, διορθώνουν ή καθοδηγούν σε κάποια 
συµπεράσµατα. Έτσι οι πιο έµπειροι σ’ αυτόν τον τρόπο εργασίας εκπαιδευτικοί 
λειτουργούν αφήνοντας τους µαθητές να καταλήξουν στα δικά τους συµπεράσµατα 
και επιλογές, αν και σε µερικές περιπτώσεις αυτό οδηγεί σε ένα ασαφές µαθηµατικό 
νόηµα. Σε κάποιες άλλες περιπτώσεις, εµφανίζεται από τους εκπαιδευτικούς (µε 
λιγότερη εµπειρία σε αυτή τη µορφή διδασκαλίας) µια «στροφή» στην άµεση 
διδασκαλία της µεθόδου που έπρεπε να χρησιµοποιηθεί (κατά την κρίση τους, ακόµα 
και έµµεση υπόδειξη της σωστής απάντησης) και όχι στην ενθάρρυνση της 
αναζήτησης των µαθητών και της επιβεβαίωσης των τρόπων επίλυσής που 
χρησιµοποιούν. 

Ωστόσο µια πολύ σηµαντική παρατήρηση που υποδεικνύεται και από προηγούµενες 
ανάλογες έρευνες αφορά  τον τρόπο µε τον οποίο διαχειρίζονται οι εκπαιδευτικοί τις 
λύσεις των µαθητών και τα µαθηµατικά νοήµατα που αναπτύσσονται ανάλογα µε αυτό 
που ίδιοι πιστεύουν ότι είναι µαθηµατικά κατάλληλο για να αναπτυχθεί µέσα στην 
τάξη και την επιδιωκόµενη κατά την κρίση τους µαθηµατική γνώση (Kaldrimidou et 
als., 2000). Η παρατήρηση αυτή αποκτά ακόµα µεγαλύτερη σηµασία αν συσχετιστεί 
µε την επισήµανση ότι, σύµφωνα µε τα ευρήµατα που αναλύθηκαν, το νόηµα που 
έχουν διαµορφώσει οι εκπαιδευτικοί για τη διδασκόµενη γνώση και τη διδασκαλία της 
φαίνεται να αντανακλάται στο νόηµα που διαµορφώνουν οι µαθητές για τα θέµατα 
αυτά, γεγονός που εντοπίζεται κι από άλλους ερευνητές (Voigt, 1996). 

Συνοψίζοντας, η συγκριτική εµπειρία των τριών χωρών στις ίδιες δραστηριότητες, 
καταδεικνύει τη σηµασία της εµπειρίας των εκπαιδευτικών σε νέες διδακτικές µορφές 
αλλά και την δυσκολία προσαρµογής στις απαιτήσεις που τέτοιες µορφές 
αναπτύσσουν. Ακόµα και εκπαιδευτικοί µε πολύχρονη εµπειρία στη διδασκαλία µε 
δραστηριότητες (τόσο στην Ελλάδα όσο και στην Αγγλία) βρίσκονται αρκετά συχνά 
σε αµηχανία για τον τρόπο µε τον οποίο θα καθοδηγήσουν την εξαγωγή 
συµπερασµάτων ή θα διαχειρισθούν τα µαθηµατικά νοήµατα στην τάξη. Έτσι, ένα 
γενικότερο συµπέρασµα που µπορεί να υποστηριχθεί και από την συγκεκριµένη 
µελέτη είναι ότι, ανεξάρτητα από τις σηµαντικές και ενδιαφέρουσες προτάσεις 
δραστηριοτήτων και την διαφορετική οργάνωση του προγράµµατος σπουδών κατά 
χώρα, το µαθηµατικό αποτέλεσµα στις γνώσεις των µαθητών φαίνεται να σχετίζεται 
στενά µε τον ίδιο τον εκπαιδευτικό, τη διδακτική του εµπειρία, τις γνώσεις του, τις 
διδακτικές του επιλογές καθώς και µε το νόηµα που διαµορφώνει για το µαθηµατικό 
περιεχόµενο της διδασκόµενης γνώσης και της σηµασίας της στη σχολική εκπαίδευση. 
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