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Ο ρόλος των αναπαραστάσεων στην ανάπτυξη της ανθρώπινης σκέψης, ιδιαίτερα σε ό,τι 
αφορά στις υψηλότερες νοητικές λειτουργίες είναι, όπως έχει πλέον διαπιστωθεί, 
καθοριστικός:  ενεργοποιούν, κατευθύνουν, δοµούν και συχνά οριοθετούν το συλλογισµό 
µέσα από τη διαµεσολαβητική τους λειτουργία. Ειδικότερα στα µαθηµατικά, την 
επιστήµη της συστηµατικής περιγραφής και µελέτης κανονικοτήτων, της 
πρωτοκαθεδρίας της φόρµας έναντι του περιεχοµένου, η πρόσβαση στη µαθηµατική 
γνώση και η ανάπτυξη µαθηµατικής σκέψης από το µαθητευόµενο προϋποθέτουν την 
ανάπτυξη ικανοτήτων και δεξιοτήτων έκφρασης και χειρισµού ενός πλήθους 
αναπαραστάσεων, οι οποίες είτε έχουν καθιερωθεί µέσα στο χρόνο ως κοινά αποδεκτοί 
τρόποι σηµατοδότησης συγκεκριµένων µαθηµατικών ιδεών είτε αποτελούν ατοµικές 
επινοήσεις, συχνά πρόσκαιρου χαρακτήρα, που προκύπτουν, κατά κανόνα, στο πλαίσιο 
της µάθησης και της διδασκαλίας του αντικειµένου. 

 «Η αναπαράσταση αποτελεί εξαιρετικά κρίσιµο στοιχείο για µια θεωρία 
της µάθησης και της διδασκαλίας των µαθηµατικών, όχι µόνο γιατί η χρήση 
συµβολικών συστηµάτων - των οποίων η σύνταξη και η σηµασιολογία είναι 
πλούσια, ποικίλη και παγκόσµια - είναι τόσο σηµαντική στα µαθηµατικά, 
αλλά, επίσης, και για δύο ισχυρούς επιστηµολογικούς λόγους: (α) τα 
µαθηµατικά διαδραµατίζουν ένα σηµαντικό ρόλο στην κατανόηση / 
αντίληψη του πραγµατικού κόσµου, (β) τα µαθηµατικά κάνουν εκτεταµένη 
χρήση οµοµορφισµών, όπου ο περιορισµός των δοµών του ενός 
οµοµορφισµού σε σχέση µε τους άλλους αποτελεί σηµαντικό στοιχείο» 
(Vergnaud, 1987, σελ. 227). 

Γενικά, µια αναπαράσταση είναι ένας σχηµατισµός (δηλαδή, ένας συνδυασµός 
χαρακτήρων ή συµβόλων-σηµείων), ο οποίος αναπαριστά κάτι άλλο µε έναν 
συγκεκριµένο τρόπο.  Κατά τον Goldin (2002), ο σχηµατισµός αυτός «µπορεί, για 
παράδειγµα, να δρα στη θέση, να ερµηνεύεται ως, να αντιστοιχεί σε, να υποδηλώνει, να 
απεικονίζει, να ενσαρκώνει, να κωδικοποιεί, να επικαλείται, να ονοµατίζει, να συνδέεται 
µε, να σηµαίνει, να παράγει, να αναφέρεται σε, να µοιάζει µε, να εξυπηρετεί ως 
µεταφορά για, να σηµατοδοτεί, να αντικαθιστά, να αντιπροσωπεύει, να προτείνει ή να 
συµβολίζει αυτό που αναπαρίσταται».  Μπορεί να επιτελεί µια ή περισσότερες  από τις 
παραπάνω λειτουργίες δια µέσου ενός φυσικού δεσµού ή κάποιας άλλης διαδικασίας 
παραγωγής στη σκέψη ενός ατόµου, µε βάση ρητώς συµφωνηµένες συµβάσεις ή 
σιωπηρώς συµφωνηµένες πρακτικές στο πλαίσιο µιας κοινωνικής οµάδας, ενός 
πολιτισµού ή ενός µοντέλου που έχει αναπτυχθεί από κάποιον ερευνητή.  



Η παραπάνω οριοθέτηση αφορά σε αυτό που στη σχετική βιβλιογραφία αναφέρεται ως 
‘εξωτερικές αναπαραστάσεις’.  Ωστόσο, είναι φανερό ότι η µελέτη του ρόλου των 
αναπαραστάσεων επιβάλλει τη θεώρηση, εκτός των σχηµατισµών που είναι εξωτερικοί 
προς το µαθητευόµενο, και αυτών που είναι εσωτερικοί σε αυτόν, αλλά και των µεταξύ 
τους σχέσεων. Στην περίπτωση των µαθηµατικών, οι έννοιες αυτές είναι σηµαντικές 
τόσο για το χαρακτηρισµό της φύσης των κανονικοτήτων, που αποτελούν το κατ’ εξοχήν  
αντικείµενο της µαθηµατικής επιστήµης, όσο και για µια από ψυχολογικής άποψης 
επαρκή προσέγγιση του περιεχοµένου της µαθηµατικής κατανόησης και του τρόπου που 
αυτή συγκροτείται.  Τα παραπάνω οδηγούν στο συµπέρασµα ότι η έρευνα που αφορά 
στις αναπαραστάσεις ενδιαφέρεται για κάποιες εξωτερικές µεταβλητές, που είναι άµεσα 
παρατηρήσιµες, µαζί µε άλλες, εσωτερικές κατασκευές, οι οποίες απαιτούν την 
προσεκτική εξαγωγή συµπερασµάτων, που συνδέονται άµεσα µε το πλαίσιο ανάδειξής 
τους.  Κατά συνέπεια, επιβάλλεται να αξιοποιούνται τόσο ποσοτικές, όσο και ποιοτικές  
µέθοδοι έρευνας.  Η µελέτη των αναπαραστάσεων κατά τη διαδικασία µάθησης των 
µαθηµατικών επιτρέπει τη λεπτοµερειακή περιγραφή της µαθηµατικής ανάπτυξης των 
µαθητών σε αλληλεπίδραση µε το σχολικό περιβάλλον και τη διαµόρφωση διδακτικών 
προσεγγίσεων, οι οποίες παρέχουν τη δυνατότητα απόκτησης µαθηµατικής ισχύος από το 
µαθητή.   

Οι εξωτερικές αναπαραστάσεις µπορούν να διακριθούν σε ατοµικές επινοήσεις και σε 
ιδεαλιστικούς σχηµατισµούς αναπαράστασης, οι οποίοι εκφράζουν κοινωνικά 
συµφωνηµένες νόρµες.  Οι τελευταίοι και οι σχέσεις που αναπαριστούν καθιερώθηκαν 
µε το πέρασµα του χρόνου, αρχικά µέσω ατοµικών επινοήσεων και στη συνέχεια µέσα 
από κοινά αποδεκτές συµβάσεις (Goldin, 1998).  Οι συµβάσεις αυτές εξελίχτηκαν σε 
νόρµες και είναι σήµερα αποτυπωµένες στο νου των ανθρώπων που έχουν µελετήσει 
µαθηµατικά, καθιστώντας έτσι δυνατή τη σαφή επικοινωνία µεταξύ τους.  Είναι εµφανές 
ότι, για να είµαστε σε θέση να ανιχνεύσουµε αυτήν την πορεία µε την απαιτούµενη 
λεπτοµέρεια, είναι σηµαντικό να µετακινηθούµε πέρα από τις εξωτερικές 
αναπαραστάσεις, στις διεργασίες που επιτελούνται εσωτερικά σε συγκεκριµένα µέλη 
αυτής της οµάδας.   

Μια εξωτερική αναπαράσταση (π.χ., λέξη, αριθµητικό ψηφίο, γραφική παράσταση, 
εξίσωση), όπως είναι αυτονόητο, σπάνια µπορεί να γίνει κατανοητή αποµονωµένα· 
συνήθως ανήκει σε ευρύτερα συστήµατα, δηλαδή σε ευρύτερες οργανώσεις 
σχηµατισµών.  Για παράδειγµα, τα αριθµητικά ψηφία ανήκουν σε ένα σύστηµα 
ινδοαραβικών συµβόλων, τα δοµικά στοιχεία του οποίου οργανώνονται έχοντας ως 
σηµείο αναφοράς (βάση) το δέκα.  Η αναγνώριση αυτού του γεγονότος οδηγεί στην 
αναγκαιότητα εισαγωγής της έννοιας του (εξωτερικού) συστήµατος αναπαράστασης.  
Ένα τέτοιο σύστηµα αποτελείται από (Goldin, 2002): 

• Χαρακτήρες ή σηµάδια, που µπορεί να ανήκουν σε ένα καλώς ορισµένο σύνολο 
(π.χ., γράµµατα του ελληνικού αλφαβήτου) ή να είναι µερικώς ή ασαφώς 
ορισµένες οντότητες (π.χ., φυσικά αντικείµενα και οι ιδιότητές τους) 

• Τρόπους συνδυασµού των χαρακτήρων σε επιτρεπτούς σχηµατισµούς, που 
µπορεί να είναι σαφώς ή ασαφώς ορισµένοι 

• ∆οµές που συνίστανται σε σχηµατισµούς σχηµατισµών, οι οποίοι προκύπτουν 
µε βάση κάποιους σαφώς ή ασαφώς ορισµένους κανόνες. 



Σε µια ανάλογη προσπάθεια ορισµού του συστήµατος αναπαράστασης, o Kaput (1987) 
υποστήριξε ότι ένα σύστηµα αναπαράστασης περιλαµβάνει τον κόσµο που 
αναπαρίσταται, τον κόσµο που αναπαριστά και έναν κανόνα που ορίζει µια αντιστοιχία 
µεταξύ των δύο αυτών κόσµων.  Σε οποιαδήποτε περίπτωση, τα εξωτερικά συστήµατα 
αναπαράστασης χαρακτηρίζονται από τις συµβάσεις που διέπουν τη δοµή τους και η 
σωστή χρήση τους κρίνεται µε βάση την τήρηση αυτών των συµβάσεων, οι οποίες, από 
τη στιγµή που έχουν καθιερωθεί, αποτελούν αντικείµενο προς ανακάλυψη για το 
µαθητευόµενο.   

Σε ό,τι αφορά τα εσωτερικά συστήµατα αναπαράστασης (π.χ., προσωπικές συµβολικές 
κατασκευές, ερµηνευτικές προσεγγίσεις επίλυσης προβλήµατος, κτλ) και τη σχέση τους 
µε τα εξωτερικά, τα πρώτα, όπως έχει ήδη επισηµανθεί, δεν µπορούν να παρατηρηθούν 
άµεσα, αλλά συνάγονται από τις πράξεις των ατόµων σε µια ποικιλία από καταστάσεις, 
δηλαδή από την παρατήρισιµη συµπεριφορά τους.  Με άλλα λόγια, η άποψη ότι τα 
άτοµα διαθέτουν εσωτερικές αναπαραστάσεις (συχνά αποκαλούµενες νοητικές 
αναπαραστάσεις) συνιστά µια θεωρία επεξήγησης της συµπεριφοράς των ατόµων µε 
εσωτερικά κριτήρια, η οποία ανάγεται σε ένα ορισµένο επίπεδο περιγραφής.   

Η διδασκαλία των µαθηµατικών περιλαµβάνει κατά κύριο λόγο τη µάθηση της ερµηνείας 
συµβατικών (εξωτερικών) συστηµάτων αναπαράστασης και της χρήσης τους στην 
επίλυση προβληµάτων από τους µαθητές.  Μερικά από αυτά τα συστήµατα αφορούν 
κυρίως σε σύµβολα, ενώ άλλα σε σχέσεις που δηλώνονται µε εικονιστικό (visual) ή 
χωρικό τρόπο και έχουν συχνά στατικό χαρακτήρα. Ωστόσο, τα συστήµατα αυτά 
αναπαρίστανται και τυγχάνουν, επιπλέον, και εσωτερικής επεξεργασίας από το µαθητή.  
Αυτή η εσωτερική διεργασία είναι που καθορίζει τη χρησιµότητα των εξωτερικών 
συστηµάτων αναπαράστασης, η οποία συνδέεται άµεσα µε τον τρόπο που το άτοµο τα 
κατανοεί και αλληλεπιδρά µε αυτά.   

Στο πλαίσιο της εκπαιδευτικής πράξης, οι εκπαιδευτικοί συνεχώς εξάγουν 
συµπεράσµατα για τις εσωτερικές αναπαραστάσεις των µαθητών, τις αντιλήψεις και τις 
παρανοήσεις τους, µε βάση την παραγωγή εξωτερικών αναπαραστάσεων  ή την 
αλληλεπίδρασή τους µε αυτές. Ορισµένες φορές, η εξωτερική αναπαράσταση θεωρείται 
ότι αναπαριστά την εσωτερική και άλλες φορές το αντίστροφο.  Αυτό υποδηλώνει µια 
διπλής κατεύθυνσης σχέση µεταξύ των δύο και αναδεικνύει ένα εξαιρετικά σηµαντικό 
στοιχείο, ότι εσωτερικοί σχηµατισµοί διαφορετικών ειδών µπορούν να αναπαραστήσουν 
ο ένας τον άλλο µε πολλούς διαφορετικούς τρόπους (Goldin & Kaput, 1996).  Για 
παράδειγµα, µια εσωτερική εικονιστική αναπαράσταση µπορεί να προκαλέσει έναν 
εσωτερικό αλγεβρικό σχηµατισµό, µια σειρά από ενέργειες που αποτυπώνονται µε 
αισθησιοκινητικό τρόπο, κτλ.  Ένας τρόπος για να µελετηθεί η κατανόηση µιας 
µαθηµατικής έννοιας από ένα µαθητή είναι η διερεύνηση της ποικιλίας των διακριτών, 
κατάλληλων ή µη αναπαραστάσεων που αυτός έχει διαµορφώσει και η προσπάθεια 
περιγραφής και ανάλυσης των σχέσεων αναπαράστασης που έχει αναπτύξει. 

Συνοψίζοντας, η αφηρηµένη έννοια της αναπαράστασης περιλαµβάνει µια σχέση µεταξύ 
δύο (ή περισσότερων) σχηµατισµών, µε τον ένα να αναπαριστά τον άλλο µε 
συγκεκριµένο τρόπο.  Στο πλαίσιο της ψυχολογίας της µάθησης των µαθηµατικών, η 
συστηµατική µελέτη της σηµασίας των αναπαραστάσεων επιβάλλει τη θεώρηση: 



• σχηµατισµών που είναι εξωτερικοί προς το µαθητή ή τον εκπαιδευτικό, γενικά 
παρατηρήσιµων στο άµεσο περιβάλλον (λέξεις, εξισώσεις, γραφικές 
παραστάσεις, γεωµετρικά σχήµατα, µικρόκοσµοι, κτλ)  

• σχηµατισµών που είναι εσωτερικοί στο µαθητή ή τον εκπαιδευτικό, που 
κωδικοποιούνται στο νου (λεκτικοί σχηµατισµοί, εσωτερικοποιηµένα 
µαθηµατικά σύµβολα, ευρετικά σχέδια, γεωµετρικά σχήµατα, κτλ) και 

• πιθανών ή υποτιθέµενων σχέσεων αναπαράστασης (εξωτερικών ή εσωτερικών) 
του µαθητή ή του εκπαιδευτικού. 

Στο πλαίσιο της παραδοσιακής προσέγγισης (συµπεριφορισµός), οι εσωτερικοί 
σχηµατισµοί απορρίπτονται ως µη παρατηρήσιµοι, ενώ πιο σύγχρονες προσεγγίσεις 
(κονστρουκτιβισµός, ριζοσπαστικός κονστρουκτιβισµός) είναι διστακτικές στην αποδοχή 
των εξωτερικών σχηµατισµών εξαιτίας της εγγενούς αδυναµίας αντικειµενικής 
πρόσβασής τους από το µαθητευόµενο.  Το ίδιο ισχύει και για τον κοινωνικό 
κονστρουκτιβισµό, σύµφωνα µε τον οποίο οι µαθηµατικές αλήθειες αποτελούν απλώς 
κοινωνικές συναινέσεις και, κατά συνέπεια, δεν είναι δυνατό να υπάρχουν αντικειµενικά 
σωστοί ή λανθασµένοι συλλογισµοί.  Αυτό έχει  ιδιαίτερη σηµασία, καθώς η απόρριψη ή 
η υποβάθµιση των εσωτερικών αναπαραστάσεων (παραδοσιακή προσέγγιση) οδηγεί 
στην εστίαση στις παρατηρήσιµες παραγωγές των µαθητών - την επίδοσή τους, δηλαδή, 
σε έργα που αφορούν σε µαθηµατικές δεξιότητες, µε άλλα λόγια σε συµπεριφοριστικούς 
στόχους -, αγνοώντας τη µαθηµατική τους κατανόηση ή την ανάπτυξή της.  Αντίθετα, η 
αγνόηση ή η υποβάθµιση των εξωτερικών αναπαραστάσεων (καινοτόµες προσεγγίσεις) 
οδηγεί στην έµφαση στις γνωστικές διαδικασίες του µαθητή, στην ποιοτική εννοιολογική 
κατανόηση, που συχνά συνάγεται µε αναξιόπιστο τρόπο, µε συνέπεια τον αποκλεισµό 
των επιτευγµάτων των µαθητών που αφορούν σε µετρήσιµες δεξιότητες.  Όποια 
προσέγγιση και αν υιοθετήσει κανείς, η έννοια της αναπαράστασης ως αποτέλεσµα της 
αλληλεπίδρασης µεταξύ εσωτερικών και εξωτερικών αναπαραστάσεων ακυρώνεται.  

Με βάση το παραπάνω πλαίσιο προβληµατισµού, επιχειρείται στη συνέχεια µια πρώτη 
ανάγνωση των δεκαεπτά εργασιών που υποβλήθηκαν στη θεµατική ενότητα «Έκφραση 
µαθηµατικής σκέψης: ψυχολογικές και κοινωνικές προσεγγίσεις» και έγιναν αποδεκτές.  
Καταρχήν, στο σύνολό τους αποτυπώνουν µια ενδιαφέρουσα ποικιλία από θεωρητικές 
και µεθοδολογικές προσεγγίσεις σχετικά µε τις αναπαραστάσεις στο χώρο της ελληνικής 
µαθηµατικής εκπαίδευσης, οι οποίες συνδέονται κατ’ εξοχήν (13/17) µε θέµατα 
µαθηµατικών γνώσεων (γνωστικά) και λιγότερο (4/17) µε θέµατα πεποιθήσεων, στάσεων 
και συναισθηµάτων  προς το αντικείµενο των µαθηµατικών ή τον τρόπο προσέγγισής του 
(κοινωνικο-πολιτισµικά).  Η πλειοψηφία τους εµφανίζεται να υιοθετεί το 
κονστρουκτιβιστικό πλαίσιο (αν και αυτό δεν γίνεται πάντοτε σαφές µε ρητό τρόπο), 
ένας µικρός αριθµός εργασιών αυτό του κοινωνικού κονστρουκτιβισµού, ενώ  δύο 
εργασίες αξιοποιούν τις πρόσφατες θεωρητικές οπτικές στο χώρο της µαθηµατικής 
εκπαίδευσης, όπως αυτήν της περιστασιοποιηµένης µάθησης, της συµβολικής 
αλληλεπίδρασης ή της θεωρίας λόγου.  Ωστόσο, ανεξάρτητα από το θεωρητικό πλαίσιο 
που ρητά ή άρρητα υιοθετείται, οι µεθοδολογικές προσεγγίσεις που επιλέγονται στο 
εµπειρικό µέρος (κυρίως ποιοτικού χαρακτήρα) επικεντρώνονται σε εξωτερικές 
αναπαραστάσεις, οι οποίες παράγονται από τα υποκείµενα στο πλαίσιο συγκεκριµένων 
έργων και µέσα από διάφορα σχήµατα ανάλυσης των δεδοµένων επιχειρείται να 
συνδεθούν (άµεσα ή έµµεσα) µε τις αντίστοιχες εσωτερικές τους αναπαραστάσεις.  Στις 



περισσότερες περιπτώσεις αυτή η σύνδεση, αν και δεν δηλώνεται µε ρητό τρόπο, είναι 
εµφανής είτε στη συζήτηση είτε στα συµπεράσµατα των εργασιών. Με άλλα λόγια, οι 
συγγραφείς, στην πλειοψηφία τους, τείνουν να θεωρούν την παραγωγή κάποιας 
εξωτερικής αναπαράστασης από έναν εκπαιδευτικό (11 στις 17 εργασίες) ή έναν µαθητή 
(6/17) ως δηλωτική, σε µικρό ή µεγάλο βαθµό, µιας εσωτερικής σχετικής 
αναπαράστασης ή/ και αντίστροφα.  Όπως αναφέρθηκε παραπάνω, η µελέτη της σχέσης 
µεταξύ εξωτερικών και εσωτερικών αναπαραστάσεων αποτελεί σηµαντικό κεφάλαιο της 
έρευνας που αφορά στις αναπαραστάσεις, η οποία, όµως, οφείλει να πληροί κάποιες 
προϋποθέσεις. Μεταξύ αυτών κυρίαρχη θέση καταλαµβάνουν η προσεκτική διερεύνηση 
της φύσης και της κατεύθυνσης αυτής της σχέσης, καθώς και του τρόπου λειτουργίας του 
συστήµατος αναπαράστασης που ενεργοποιείται κάθε φορά, αλλά και των περιορισµών 
που θέτει το πλαίσιο µέσα στο οποίο αυτές αναδεικνύονται. Ωστόσο, στις περισσότερες 
από τις δεκαεπτά εργασίες οι προϋποθέσεις αυτές παραµένουν στο παρασκήνιο της 
επιχειρηµατολογίας που συγκροτείται, δίνοντας συχνά την εντύπωση ότι η σύνδεση αυτή 
είναι αυτονόητη και δεδοµένη.  Ως αποτέλεσµα, υποβαθµίζεται ή και ακυρώνεται η 
καθοριστική και ταυτόχρονα πολύπλοκη σχέση µεταξύ εξωτερικών και εσωτερικών 
αναπαραστάσεων.  Αυτό έχει ιδιαίτερη σηµασία στα µαθηµατικά, τα οποία τείνουν να 
παρουσιάζονται πολύ γρήγορα ως µια απεριστασιοποιηµένη (decontextualised) 
αναπαράσταση, χωρίς να έχει προηγηθεί η απαραίτητη επεξεργασία των µαθηµατικών 
ιδεών σε συγκεκριµένα πλαίσια, δηλαδή, χωρίς να έχει δοθεί ο απαραίτητος χρόνος και η 
αναγκαία πλαισίωση για την κατασκευή σχετικών εσωτερικών αναπαραστάσεων. Η 
αδυναµία αυτή γίνεται ιδιαίτερα εµφανής στην περιορισµένη ή συχνά απούσα 
προσεκτική τεκµηρίωση του ακριβούς περιεχοµένου, της δοµής και της λειτουργίας των 
εσωτερικών αναπαραστάσεων, µε αναφορά στο εκπαιδευτικό και στο ευρύτερο 
κοινωνικο-πολιτισµικό πλαίσιο, µέσα στο οποίο αυτές προκύπτουν.   

Για µια πιο συγκεκριµένη σκιαγράφηση της θεµατικής, της µεθοδολογίας και των 
συµπερασµάτων, στα οποία κατέληξαν οι έρευνες που εντάσσονται στην ενότητα 
«Έκφραση µαθηµατικής σκέψης: ψυχολογικές και κοινωνικές προσεγγίσεις», 
επιχειρείται παρακάτω µια σύντοµη παρουσίασή τους, µε βάση το είδος της (εξωτερικής) 
αναπαράστασης που αποτέλεσε αντικείµενο µελέτης τους.  Έτσι,  δεκάξι εργασίες 
στρέφονται κατά κύριο λόγο στο γλωσσικό σύστηµα αναπαράστασης, που συχνά σε 
συνδυασµό µε άλλα συστήµατα (εξωτερικής) αναπαράστασης εκλαµβάνεται (ρητά ή 
άρρητα) ότι υποδηλώνουν διάφορα επίπεδα πρόσβασης των υποκειµένων σε 
συγκεκριµένες µαθηµατικές γνώσεις ή µια ποικιλία από (διαµορφωµένες ή υπό 
διαµόρφωση) αντιλήψεις ή πεποιθήσεις τους για τα µαθηµατικά και τη διδασκαλία τους.  
Ειδικότερα, οκτώ από τις µελέτες αξιοποιούν δεδοµένα που αφορούν στο λόγο και σε 
εικονιστικές, συµβολικές ή/και γραφικές αναπαραστάσεις µαθητών ή εκπαιδευτικών, 
πέντε σε λέξεις ή διατυπώσεις και τρεις σε συγκεκριµένες µορφές δόµησης και χρήσης 
του λόγου σε µια σειρά από έργα που σχετίζονται µε τα µαθηµατικά ή την εκπαίδευση σε 
αυτά. Επιπλέον, η δέκατη έβδοµη εργασία επικεντρώνεται αποκλειστικά στο γραφικό 
αναπαραστατικό σύστηµα και µάλιστα σε υπολογιστικό περιβάλλον. 

Πιο συγκεκριµένα, σε ό,τι αφορά στην πρώτη οµάδα ερευνών, οι Χρονάκη και ∆ηµουλά 
µελετούν τις χωρικές εικόνες και δεξιότητες σχετικά µε τα τρίγωνα, που αποτυπώνονται 
στα έργα και στις προφορικές ερµηνείες παιδιών της πρώτης τάξης του ∆ηµοτικού 
Σχολείου, καταλήγοντας στο συµπέρασµα ότι παρά το ικανοποιητικό επίπεδο 
σχεδιαστικών δεξιοτήτων, οι ερµηνείες των παιδιών του δείγµατος υποδεικνύουν τον 



υποκειµενικό χαρακτήρα των σχεδίων τους που φαίνεται να επηρεάζονται από 
στερεοτυπικές αντιλήψεις περί τριγώνων.  Ο Σδρόλιας εστιάζει στη συµβολή του 
χειραπτικού υλικού στην ενίσχυση της επικοινωνίας και της συµµετοχής στο µάθηµα των 
µαθηµατικών µιας µαθήτριας της ∆ευτέρας τάξης του ∆ηµοτικού Σχολείου µε ειδικές 
µαθησιακές δυσκολίες, αναδεικνύοντας όψεις του τρόπου αξιοποίησης τέτοιων υλικών 
στην προσέγγιση των µαθηµατικών εννοιών στην τάξη. Οι Παπαδόπουλος και 
Μαµµωνά–Downs επιχειρούν τη διερεύνηση των δυσκολιών που αντιµετωπίζουν 
µαθητές της Ε΄ και της Στ΄ τάξης του ∆ηµοτικού Σχολείου στην εφαρµογή δύο 
στρατηγικών υπολογισµού του εµβαδού µη κανονικών σχηµάτων, της αποκοπής και της 
επικόλλησης.  Ανάµεσα στα ευρήµατά τους, ενδιαφέρον παρουσιάζει η διαπίστωση ότι 
καθεµιά από αυτές τις στρατηγικές αναδεικνύει διαφορετικές διαστάσεις της έννοιας του 
εµβαδού και αυτό αντανακλάται τόσο στο επίπεδο της εικονιστικής επιχειρηµατολογίας 
όσο και, γενικά, στην επίλυση προβλήµατος.  Αντικείµενο της έρευνας των 
Χαραλάµπους και Πίττα-Πανταζή αποτελεί η εξέταση του ρόλου της αριθµογραµµής 
στην ανάπτυξη της έννοιας του κλάσµατος ως αριθµού–µέτρου, µε βάση τις απαντήσεις 
µαθητών των δύο τελευταίων τάξεων του ∆ηµοτικού Σχολείου σε έναν αριθµό από 
σχετικά έργα.  Η ανάλυση των δεδοµένων αποκαλύπτει τον καταλυτικό ρόλο της 
επιτυχίας σε έργα αριθµητικών γραµµών στην ανάπτυξη της σχετικής έννοιας από τους 
µαθητές κάτω, όµως, από ορισµένες προϋποθέσεις.  Στην εργασία των Βερύκιου και 
Φαρµάκη, αντικείµενο έρευνας αποτελούν οι στρατηγικές επίλυσης µιας ανίσωσης 
πρώτου βαθµού από µαθητές της Β΄ τάξης του Γυµνασίου, µετά από µια διδακτική 
παρέµβαση που στηριζόταν στη συναρτησιακή προσέγγιση των αλγεβρικών ιδεών.  Στα 
συµπεράσµατά τους οι ερευνητές εντοπίζουν τόσο τα θετικά στοιχεία αυτής της 
προσέγγισης σε σύγκριση µε την παραδοσιακή όσο και τους περιορισµούς της.  Οι 
Σπύρου και Κεϊσογλου εστιάζονται στη διδακτική προσέγγιση της έννοιας της 
τριγωνοµετρικής συνάρτησης µε βάση την έννοια της διαµεσολαβούµενης εκτίµησης, 
στο πλαίσιο της οποίας ζητήθηκε από µαθητές της Γ΄ Γυµνασίου και της Α΄ Λυκείου να 
εργαστούν σε ένα ποικίλο σε εργαλεία υπολογιστικό περιβάλλον.  Η ανάλυση των 
δεδοµένων αναδεικνύει, κατά τους συγγραφείς, τις σηµαντικές δυνατότητες αυτού του 
περιβάλλοντος.  Οι τελευταίες δύο εργασίες αυτής της οµάδας αφορούν σε µελλοντικούς 
εκπαιδευτικούς.  Συγκεκριµένα, οι Τσελεπίδης και Μαρκόπουλος µελετούν τις 
αντιλήψεις φοιτητών του Παιδαγωγικού Τµήµατος ∆ηµοτικής Εκπαίδευσης σχετικά µε 
την έννοια της συµµετρίας, µέσα από τις γραπτές απαντήσεις και τις προφορικές τους 
ερµηνείες σε µια σειρά από σχετικά ερωτήµατα που τους τέθηκαν.  Βασικό τους 
συµπέρασµα είναι ότι τα υποκείµενα της έρευνάς τους θεωρούν τη συµµετρία ως 
διαδικασία απόδειξης της ισότητας γεωµετρικών αντικειµένων και όχι ως γεωµετρικό 
µετασχηµατισµό.  Τέλος, οι Pitta-Pantazi, Tsamir και Christou διαπιστώνουν στην 
έρευνά τους µε µελλοντικούς εκπαιδευτικούς της πρωτοβάθµιας εκπαίδευσης την ισχύ 
του διαισθητικού κανόνα «ίδιο Α, ίδιο Β» στον τρόπο µε τον οποίο αυτοί κατανοούν τις 
συνέπειες του µετασχηµατισµού συγκεκριµένων τετραπλεύρων στο µέγεθος της 
περιµέτρου και του εµβαδού τους.  

Αναφορικά µε τις εργασίες που τα δεδοµένα τους αφορούν αποκλειστικά σε λεξιλογικά 
στοιχεία ή σε προφορικές ή γραπτές διατυπώσεις των υποκειµένων τους, οι ∆εσλή και 
Μπάρκα µελετούν τον τρόπο  µε τον οποίο µαθητές της Β΄ τάξης και της Ε΄ τάξης του 
∆ηµοτικού Σχολείου αντιλαµβάνονται και ερµηνεύουν λέξεις που έχουν ταυτόχρονα 
καθηµερινό και µαθηµατικό νόηµα, εντοπίζοντας διαφορές κυρίως στον τρόπο 



κατανόησης και χρήσης των διφορούµενων λέξεων από τους µαθητές των δύο τάξεων.  
Οι Ανέστη και Τριανταφυλλίδης παρουσιάζουν µια διδακτική παρέµβαση που 
πραγµατοποιήθηκε στην πρώτη τάξη του ∆ηµοτικού Σχολείου, στο πλαίσιο της οποίας 
επιχείρησαν να συνδέσουν την παιδική λογοτεχνία µε τα µαθηµατικά.  Οι αναλύσεις των 
δεδοµένων τους, κατά τους ερευνητές, υποδεικνύει ότι τέτοιες προσεγγίσεις µπορούν, 
κάτω από ορισµένες προϋποθέσεις, να οδηγήσουν στην εξέλιξη των µαθηµατικών 
εµπειριών των µαθητών, καθώς και της ταυτότητάς τους ως µελών µιας κοινότητας 
µάθησης. Τα συναισθήµατα και οι αντιλήψεις φοιτητών του Παιδαγωγικού Τµήµατος 
προς τη στατιστική είναι το αντικείµενο µελέτης των Αναστασιάδου, Παπαριστοδήµου  
και Φιλίππου. Η συνεπαγωγική ανάλυση που εφαρµόστηκε στις απαντήσεις των 
υποκειµένων σε ένα σχετικό ερωτηµατολόγιο έδειξε, ανάµεσα στα άλλα, ότι τα θετικά 
συναισθήµατα των φοιτητών για το συγκεκριµένο µαθηµατικό κλάδο συνδέονται µε 
υψηλή γνωστική ικανότητα.  Η ∆εληκάρη εστιάζεται στο λόγο των εκπαιδευτικών της 
δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης, οι οποίοι διδάσκουν µαθηµατικά, σχετικά µε τη 
βαθµολογία και επιχειρεί να διερευνήσει µέσα από αυτόν τις πολύπλοκες διαδικασίες 
συγκρότησης της επαγγελµατικής τους ταυτότητας.  Η επεξεργασία των δεδοµένων της 
έρευνας αποκαλύπτει την ενεργοποίηση ανοµοιογενών και χωρίς συνοχή λόγων από τους 
εκπαιδευτικούς του δείγµατος, που αποδίδεται στην προσπάθειά τους να διαχειριστούν 
την εµπειρία της άσκησης της εξουσίας που συνιστά η βαθµολόγηση.  Τέλος, οι 
Καφούση, Σκουµπουρδή και Καλαβάσης διαπιστώνουν στην έρευνά τους 
διαφοροποιήσεις στις αντιλήψεις των εκπαιδευτικών και των γονιών για τις άτυπες 
µαθηµατικές γνώσεις των παιδιών κατά την είσοδό τους στο νηπιαγωγείο, όπως 
αναδεικνύονται µέσα από τις απαντήσεις τους σε σχετικό ερωτηµατολόγιο.   

Οι τρεις εργασίες που επικεντρώνονται στη δοµή του λόγου των υποκειµένων τους 
αφορούν σε µαθητές λυκείου και µελλοντικούς εκπαιδευτικούς.  Συγκεκριµένα, οι 
Κολέζα και Καµπάνη διερευνούν τις µορφές αιτιολόγησης που χρησιµοποιούν µαθητές 
της Α΄ τάξης  του Λυκείου κατά την επίλυση προβληµάτων που αναφέρονται σε 
ισοσκελή τρίγωνα, εντοπίζοντας τη µη γραµµικότητα της εξέλιξης αυτών των µορφών, 
καθώς και τους παράγοντες που την επηρεάζουν.  Οι Τάτσης και Κολέζα εξετάζουν την 
επίδραση της γλώσσας και άλλων κοινωνικών παραγόντων στην από κοινού συγκρότηση 
της µαθηµατικής γνώσης κατά τη συνεργατική επίλυση γεωµετρικών προβληµάτων από 
φοιτητές του Παιδαγωγικού Τµήµατος ∆ηµοτικής Εκπαίδευσης. Η ανάλυση των 
δεδοµένων τους φανερώνει τη σηµασία δηµιουργίας ενός αλληλεπιδραστικού πλαισίου 
µάθησης από τον εκπαιδευτικό, εντός του οποίου αξιοποιούνται οι αντιλήψεις που 
διέπουν τις πρακτικές επίλυσης προβλήµατος και παρέχεται η δυνατότητα στους 
εκπαιδευόµενους να διεκδικήσουν για τον εαυτό τους ρόλους, στους οποίους αποδίδουν 
θετική κοινωνική αξία.  Τέλος, οι Τσελεπίδης, Σπηλιωτοπούλου  και Πόταρη αναλύουν 
τα επιχειρήµατα που αναπτύσσουν µελλοντικοί εκπαιδευτικοί σχετικά µε ερωτήµατα που 
αφορούν την έννοια του όγκου, αξιοποιώντας ένα συστηµικό δίκτυο που επιτρέπει την 
περιγραφή αυτών των επιχειρηµάτων τόσο ως προς την ολότητα, όσο και ως προς τα 
συστατικά τους στοιχεία.  Τα αποτελέσµατα αυτής της ανάλυσης φανερώνουν ότι τα 
εννοιολογικά εργαλεία και οι επεξηγήσεις των υποκειµένων δεν τους παρέχουν τη 
δυνατότητα συνδέσεων και, κατά συνέπεια, ουσιώδους επιχειρηµατολογίας. 

Τέλος, ο ∆ιακουµόπουλος περιγράφει µια διδακτική προσέγγιση, η οποία στηρίζεται στη 
θεώρηση ότι η ενεργοποίηση πολλαπλών (εξωτερικών) συστηµάτων αναπαράστασης και 
η εναλλαγή-µετάφραση από το ένα σύστηµα στο άλλο µπορούν να βοηθήσουν 



αποτελεσµατικά την κατανόηση βασικών εννοιών του απειροστικού λογισµού.  Για το 
σκοπό αυτό προτείνεται η αξιοποίηση ενός υπολογιστικού περιβάλλοντος, το οποίο 
επιτρέπει τον ενεργό χειρισµό των παραµέτρων µιας συνάρτησης και παρέχει τη 
δυνατότητα πολλαπλών αναπαραστάσεών της (συµβολικά, αναλυτικά, γραφικά, 
γεωµετρικά, κτλ), καθώς και τη διατύπωση και τον έλεγχο εικασιών. 

Από όσα έχουν προηγηθεί µπορεί να υποστηριχθεί ότι οι εργασίες που εντάσσονται στην 
ενότητα «Έκφραση µαθηµατικής σκέψης: ψυχολογικές και κοινωνικές προσεγγίσεις» 
αποτυπώνουν µια ιδιαίτερα δυναµική ερευνητική περιοχή της ελληνικής µαθηµατικής 
εκπαίδευσης.  Η ποικιλία στη θεµατική, στα θεωρητικά πλαίσια, στην ερευνητική 
µεθοδολογία, στα υποκείµενα και στα σχήµατα ανάλυσης των δεδοµένων, καθώς και ο 
τρόπος αξιοποίησής τους στην ελληνική πραγµατικότητα, ο οποίος είναι συµβατός µε 
αυτόν που εµφανίζεται στην αντίστοιχη περιοχή στο διεθνές πεδίο της έρευνας στη 
µαθηµατική εκπαίδευση, διαγράφουν ένα ιδιαίτερα δυναµικό και γόνιµο ξεκίνηµα.  
Ωστόσο, η περαιτέρω εξέλιξη της συγκεκριµένης ερευνητικής δραστηριότητας θα 
εξαρτηθεί από το βαθµό στον οποίο οι ερευνητές που δραστηριοποιούνται στο 
συγκεκριµένο χώρο θα κατορθώσουν να ενοποιήσουν τις κατανοήσεις της έννοιας της 
αναπαράστασης ως περιγραφικής της αλληλεπίδρασης µεταξύ εξωτερικών και 
εσωτερικών αναπαραστάσεων, που έχει επιτευχθεί στο πλαίσιο ανόµοιων οπτικών, 
αξιοποιώντας αποτελεσµατικά τα ευρήµατα και τους περιορισµούς που ανέδειξαν οι 
µέχρι σήµερα ερευνητικές προσπάθειες.   
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